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SOLUCIONS NOVEMBRE 2016

Autor: Rafael Martinez Calafat (professor jubilat de Matematiques)

Novembre 1: Quines sén les possibles longituds del tercer costat del triangle de costats 2016 cm
i 2017 cm?

Nivell: 4ESO.

Solucid: Siguen x, 2016 i 2017 les longituds dels costats d’un triangle. Com se deu complir la

desigualtat triangular:

x+ 2016 > 2017 = x>1
x+ 2017 > 2016 = x>0 = x € |1; 4033[
2016 + 2017 > x = 4033 > «x

Novembre 2-3: En una circumferéncia de radi unitat
s'inscriu un octogon regular ABCDEFGH.

Trobar els angles, I'area i el perimetre del triangle AAlJ

Nivell: Preparacié OME i OMS
Solucié: Comencem pels angles. L'angle central associat
al'arc FD és (360/4 =) 90°, pel que I'angle inscrit de I'arc
FD, és a dir I'angle DIAJ, és 45°. Per idéntica rad (I'angle
inscrit és la mitat de I'angle central) tindrem que I'angle
assenyalat en cada un dels vertexs de I'octogon és de
22,5. Per tant, I'angle ZOFK = 22,5° i com £FOK = 90°,
tindrem que ZFKO = 67,5°, d’on ZHKI (= ZFKO, al ser
oposats pel vertex) = 67,5° i com £ZKHI =22,5°, tindrem

que ZKIH =90° (= ZAll per ser oposats pel vertex). Per

ultim Z1JA = (180° — 90° — 45° =) 45°, Es dir, el triangle
AAlJ es un triangle 90-45-45, rectangle en I.
A més ZHAF = 45° (al ser I’angle inscrit corresponent a

I’angle central de I’arc HF). Por lo tant AHIA = AAlJ
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Anem per els costats. Siga x el costat i (por Pitagores)
V2%, la hipotenusa. Siga AJCK el simétric del triangle
AAlJ respecte FB. Com AE es un diametre de la
circumferéncia tindrem que AADE es rectangleen D al
aplicar sobre ell el teorema de Pitagores:

22 = (V2x)" + (2x +VZx)°

que té per solucié:

Per tant:

2. V2. 2442
V2442 V242 V242

Perimetre =

Novembre 4: Quatre amics llancen un dardo cada un d’ells. Si a, b, c i d son les probabilitats de
encertar cada un d’ells; trobar la probabilitat de que encerten tres o més d’ells.

Nivell: 3ESO, 4ESO

Solucié: La probabilitat de que encerten els quatre és a-b-c-d. La probabilitat de que encerten tres
d’ells i I'altre no encerte és: a-b-c:(1 —d) + a-b:(1 —c):d + a-(1 — b)-c:d + (1 — a)-b-c-d. La suma de
totes elles sera la probabilitat sol-licitada:
[T=ab-ccd+abc—abcd+abd-abcd+acd-abcd+bcd-abcd=abc+abd+acd
+b-c-d—3-a-b-c:d

Novembre 5-6: Resoldre:
(x3—ax? + x)z = (x3+3x— 2)2
log(3,3) 3 + logzy x* = —4
Nivell: 4ESO, Batxillerat

Solucié: Per a la primera equacio tenim:

x3—4x? +x=x3+3x—-2

3 4x%2+x)2=(x3+3 —22:>{
(x x“+%)° = x—2) x3—4x? +x=—x3-3x+2

Per a la primera possibilitat:
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x=1
0=4x>+2x—2 = x——l
2
Per a la segon possibilitat:
2x3 —4x244x—2=0= (x—1)-2-x%2—x+1) :>{X=1
x &R
Per tant, la equacid sols té dues arrelsrealsx=1ix=-%
Per a la segon equacio, utilitzant la férmula del canvi de base: log,B = iZici
C
| 3 logs3 1 | , logsx?  2logsx
(0] == = , 0 = =
Bax? log;(3x3) 1+ 3-logsx Ba7X log527 3
Amb aixo, I'equacié queda :
1 4 2log;x _
1+ 3logsx 3
Amb el canvi t = logzx la equacié es transforma en:
! + 2t 4 3+ 2t(1 + 3t) 12(1 + 3t) 6t2+38t+15=0
_ = = = = — = =
1+3t 3
Que té per solucions t = @ i que porten a:
V271-19 _19+v271
x=3 6 y x=3 6

Novembre 7-8: D’un quadrilater ABCD se sap: ZA=60°, £ZD=120° £C=30°DC=200 + 100+/3,

AB = 100+/3 i que en el seu interior se pot inscriure un cercle. Trobar I'area i perimetre del

quadrilater i el radi del cercle

D 120°

Nivell: Preparacio OME
Solucié: Comencen amb el perimetre. Com per un punt exterior hi ha dues tangents a una

circumferéncia d’igual longitud, tenim
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Perimetre = AM + AL + LB + BJ + JC + CI + ID + DM = 2(200 + 100v3) + 2(100v3) =
400(1 ++/3)

Anem per el radi del cercle.

100v/3 — x

Podem descompondre el quadrilater en tres poligons: dos triangles 60-30-90 i un rectangle de

costats 2Ry 100 — v/3 — x = 200 + 100+/3 — y. D’ells tenim:
tg60° =% = xV3=2R

200 + 100V3 —y = 100V3 —x = y—x= 200
tg30° =% >y =2V3R

Les tres equacions formen un sistema amb solucions x =100,y =300y R = 50v/3.

Per al’area tindrem que I'area sol-licitada és suma de les arees dels dos triangles i la del rectangle:
Apgcp = xR+ (100V3 —x) - 2R+y R
=100 - 50vV3 + (100v3 — 100) - 100v3 + 300 - 50v/3 = 10000(3 + V3)
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Novembre 9: Donat un real x es defineix | x| al major enter menor o igual a x. Si [&J =3ily?| =

7, éentre quins valors estara |xy|?
Nivell: Preparacié OME, OMS, 3ESO, 4ESO
Solucié: Tenim:

Vx| =3 = 3<Vx<4 = 9<x<16
ly3]=7 = 7<y*<8 = V7<y<2
Per tant, |xy] oscila entre 17 y 31

Novembre 10-11: D’un triangle AABC se sap que el radi de
la circumferéncia circumscrita és r=2+v/3 i si O és el centre de

la circumferéncia circumscrita ZAOB=120° i £/BOC=135°.

Trobar area i perimetre del triangle

Nivell: A partir de 4ESO. Preparacié OMS i OME

} = 17,21~ 9V7 <xy < 32

Solucid: Tindrem: Aagc = Aaos + Agoc + Aaoc sent tots els triangles del segon membre

isosceles (i por tant els angles oposats a I'angle en O iguals).

Per a calcular I'area utilitzem el fet de que I'area d’un triangle es la mitat del producte de dos

costats contigus per el sinus de I'angle que formen.

1 1 V3
Anop = 5T 2. c0s(120°) = 7 43— = 3V3
1 1 2 92 +9V2
ACOB=Er2-cos(135°)=§-4-3-7:3\/§ Sl AABC:T
1 , V3HVZ_3(Y3+V2)
AAOC = z COS(105 ) - 4 5 )
Per a el perimetre utilitzem el teorema dels sinus:
AAOB r C sen(120° ) \/_/2 V3=
= = = c= =
sen(30°) sen(120°) €= sen(30° ) 1/2
V2
r a sen(135°) /2 ’
ACOB = = -2V3 =2Vv3 [24+ V2
sen(22,5°) sen(135°) sen(22 5° ) /2 _ \/f/ V3 V3 V2
b sen(105°) \/ 2+ 2 -
AAOC = = = -2 6+3./2—
sen(37,5°) sen(105°) sen(37 5°) V3= \/_

~~
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sen(105°) B sen(75°) B 2sen(37,5°)cos(37,5°)
sen(37,5°) sen(37,5°) sen(37,5°)

Perimetre=6+2\/§/2+\/§+ f6+3 /2—\/§

(%) = 2co0s(37,5°)

Por tant:

Novembre 12: Siguen AB i CD dues cordes de una mateixa
circumferéncia que es tallen en E. Provar que:

EA-EB=EC-ED

Nivell: 3ESO

Solucié: Considerem els triangles AACE i ABED. Aquests dos
triangles son semblants perqué tenen dos angles iguals (els
angles en E (per oposats pel vertex) i els angles en Ci en B

(por comprendre el mateix arc AD)). Por tant:

CE_AE CE-ED =EB-AE
—_— = . — .
BE ED

Novembre 13-20: Calcular I'area i el perimetre d’una estrela

regular de sis puntes inscrita en una circumferencia de radi 1

Nivell: A partir de 3ESO. Preparacié OMS
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Solucié: Podem descompondre la
estrela en dotze triangles equilaters i per
tant en 24 triangles 30°-60°-90°,

cadascun dels quals té area:

B
A_h~X_X2\/§ \
22 i H 2X
Com en el diametre AD hi ha quatre /
: c WA
altures h tenim: X
2 1 1
h = —_ = — —_=
1=3 = > xV3 =
1
X =—
2V3
D’aci:
1
17 3
Acstrela = 24-A = 24’T=\/§
El perimetre de la estrela esta format por 12 segments de longitud 2x. Per tant:
1
P =12-—=4V3
estrela \/§

Novembre 14: ¢{Quin és el menor valor de k que fa que n®+4n+k no siga multiple de 5 per a
qualsevol n natural?
Nivell: Preparaciéo OME.

Solucié: Sigan=5p+rambre{0, 1, 2, 3, 4}, tenim:

1‘13:51+I'3} 3 3
=> n®+4n+k=5q+r+4r+k
4n = 5m + 4r n n a+r r

Pertantn® + 4n + k =5 13+ 4r + k = 5. Devem buscar k tal que per a qualsevol valor de r

possible r3 + 4n + k no siga mdltiple de 5. Per inspeccié directa:

r r’+4r+k k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
0 k 0 1 2 3 4
1 5+k 5 6 7 8 9
2 16 + k 16 17 18 19 20
3 39+k 39 40 41 42 43
4 80 +k 80 81 82 83 84

(En roig els valors multiples de cinc). La primera columna que aporta valors no multiples de cinc
es la corresponent a k = 2. Per tant, el menor valor de k natural tal que n3+4n+k no siga multiple

de 5 per a qualsevol n natural es k = 2 (també k pot ser 3)
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Novembre 15-16: Resoldre:
V23 —x3+423+x3=x3

cos(0) - cos(20) = —

AN

Nivell: A partir de 4ESO.
Solucid: Per a la primera, tenim elevant els dos membres al quadrat:

23 —x% + 23 +x3 +2¢/232 —x6 = x5 46+ 2./5290 —x6 =x5; 2,/520 —x6
=x%—46; 4(529 —x°) = x'%2 —92x° + 2116; —4x° = x'? —92x%; 0
= x% — 88x°% 0 =x°(x°®—88)

| d’aci:x=00x = +3/88 = +1/2V11
Comprovacio de solucions:

x=0no és solucidé perqueé el primer membre porta a 2v/23, i el segon membre porta a 0.

x = V2%/11 és solucié perqué el primer membre porta a \/23 —2v22 + \/23 + 2v22 i el segon
membre porta a 2v22 , i estes expressions son iguals perqué son positives i al elevar al quadrat

tenim:

2
<\/23—2\/Z+\/23+2\/Z> =23 —2V22 +23+2V22 +2232—-4-22

= 46 + 2V441 = 88 = (2v22)
x = —V/2%/11, no és solucio, perqué el primer membre porta a un valor positiu i el segon membre
porta a un valor negatiu.
Per a la segona, degut a que cos(20) = cos?0 - sen0 = 2cos?0 - 1, tenim cos0(2cos?0 - 1) = %.

Fent z = cosO, pleguem a:

1 1
z(2z% — 1) =7 8z3 —4x —1 = 0; (z+§)(822—4z—2)=0

Que portaa
1
2=-3
1+5
S
1-+5
G

Per tant:



1
( cosO = _E; 0 = arc cos( ) 120° 4+ k360°
145
{ cosb = > ; © = arc cos ° + k360°
1—-+/5
kcose = > ; 8 =arccos = 108° + k360°

On k es qualsevol enter.
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Novembre 17: Siguen les successions: an = 15n—4; by =6k + 7, que elements tenen en comu?

Nivell: A partir de tercer d’ESO. Preparacié OMS.
Solucié: Si suposem que les dues col-leccions tenen elements en comu tenim:

15n—4 =6k + 7; 15n— 11 = 6k;

Es dir, 15n — 11 es multiple de 6 i per tant de 3, i com 15n es multiple de 3, tindrem que 11 és

multiple de tres, que es un absurd.

Novembre 18-19: En la figura hi ha una
circumferéncia de diametre AB i el triangle
AABC es rectangle en A amb £B = 60°. Si BD
= /3, calcular perimetres i arees de ABAD,
AADCi AABC

Nivell: A partir de 3ESO. Preparacié OMS.

Solucié: Al ser AB un diametre de la

circumferéncia, tenim que ZADB = 90°, i
com ZABD = 60°, tindrem que ZBAD =30°.
Es dir AABD es un triangle 30°-60°-90°.
Analogament ZADC=90°i com ZDAC=60°,
tindrem que £ZDCA =30°. Es dir AADC es un
triangle 30°-60°-90°
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Recordem que en els triangles

30°-60°-90°, el catet petit mesura

la mitat de la hipotenusa (perquée h = »/m — /3x
ell, junt amb el seu simetric
respecte al catet gran formen un A=l h _ x*\/3
2 2
triangle equilater) i que el catet
gran mesura arrel de tres vegades
el catet petit, per el que el area es
arrel de tres vegades el quadrat X
del catet petit partit per dos
A C
/ N \ 6
Aplicant I'anterior als dos triangles 30°-60°- 5\
90°, tindrem la figura adjunta, que permet \ 23 } 3v3
calcular arees i perimetres: \ V3 ;D
P=3+3V3
AABD = 3v/3
A= —
2
P=9+3V3
AACD = 93
A= —
2
P=6+6V3
AABC = 12/3
A= ——=06V3

Novembre 21-22: En una circumferéncia de centre O i radi
unitat se inscriu un octogon regular ABCDEFGH.

Calcular angles, perimetre i area del triangle AOZJ

Nivell: Preparacio OME i OMS.
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Solucié: Comencem per els angles. L’angle en O mesura
45° (perque és l'angle central associat a I'arc AB =
360°/8). A més AABO ~AZJO (perqueé estan en posicid
de Tales) i com AABO és isosceles (perque OA = OB =
1), tenim que OZ = OJ. D’aci £L0Z) = Z0JZ = 67,5°.

Per a els costats utilitzarem alguns resultats del triangle

AALlJ. A saber, que és rectangle en liisosceles sent Al =
L jA) =2 ’
242 2+v2 E

=

Obviament AO es la bisectriu de I'angle ZIAJ (per simetria). Aplicant el teorema de la bisectriu

tindrem:% = % = t=+2yquejuntambt+y =

forma un sistema amb solucid

V2+y2
V21 Lo 22
N V2++2

Ara, en AAIZ tenim al aplicar Pitagores

2
AZ = (AI)2+y2=2+\/E
Amb el que:
p = 2—-+2 L4
J2+vz 2+42
|, per ultim:
O]=OZ=AO—AZ=1—2_|_\/§:2_\:§\/E

Per a I'area del triangle AOZJ, utilitzem la férmula que calcula I'area com la mitat del producte
de dos costats consecutius pel sinus de I'angle que formen els costats. Tindrem:
2
V2
——| sen(45°
(2 +2 (459 2
2 12 + 8v2

A=

Novembre 23: Calcular el producte del natural format per m dosos i el natural format por m nous
Nivell: A partir de 2ESO.
Solucié: Aportem dues solucions:

1.- Considerant els nombres com la suma dels termes d’una PG. Tenim:

m m m m-1 10m — 1
a=222..2=2 (111....1) =2 <100...0 + 100...0 +---- +1> = ZW
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m

m m m-1 10m — 1
b=999”9=9<1mm_1)=9<um_0+40a_0+nn+1>=9 =
pop 0”1 91mn—1_2-900m 1) - (10™ — 1)
AP=490-1 "10-1 9.9
L L
2 2 999..9 999..9
=Z.10m.(10m —1)—Z(10m 1) =2- S10m —2.
9 9 9
f_L f_L
=2.111...1-10m—2-111.. 1
Es dir:
m m m m
a-b=2-111...1-10m—2.111.. 1 = 222..2-10™ —222.. 2
Per tant:

. .13
wi m
2.- Directament:
b —
- N - iif%if
. i SR e s 465
= q‘?ci\f,qqug
4141|994 9 9%
A949|949q .93
19929/99«- 27
4 M
- [
199911 g 9.4
AT s . M T e g
£194999 ~~ 9997 ¢
m-l Mo .)\4! -y
LY ALl i WP Rl

q("f"( 3 {'VM—Z;‘{M'?*?+M—‘L;(om-z;—(o(m,x){;l oty +7
9O 2 Qi -8 4a = (010 T = (0Cmi) ¢ |

Tlm ) <L T~ 21 Z [Orm- B =(oln D ¥(o ~ l02



Pagina 13 de 16

Novembre 24-25: En un quadrilater ABCD siga O el punt
de tall de les diagonals. Si I'area del AADO és 2 i 'area
del ACOBes 11.

Esbrinar el menor valor possible de I'area del ADOC

Nivell: Preparacié OME.
Solucié: Primer provarem que en una situacid com
aquesta:
Aapoc'Aanos = AapoaAacos

De lail-lustracié adjunta tenim:

OD-h OB-H OD-H OB-h
Aaapo * Aacos = A S

= Aapoc " AaaoB
Per tant si x = Aapoc i Y = Aaacs tenim: x-y =11-2 =22

Per la desigualtat aritmétic-geomeétrica tenim:

X+
> 5y = V22

| la igualtat sols succeeix només si x = y. Per tant el menor valor de x i de y sén aquells per a els

quex? =22 = x=y= 22

C
A - Y/ 2 B
60° VE
Novembre 26-27: De dos cordes AB i CD d'una /”
circumferéncia se sap que es tallen en E amb un angle /
de 60°. Si AE =3, EB =2 i EC =1, trobar el radi de la //
circumferéncia //'
/
D

Nivell: A partir de 4ESO. Preparacié OME i OMS

Solucié: Utilitzarem geometria analitica. comencem per disposar un sistema d’eixos coordinats
centrats en A(0, 0) i amb E(3, 0) i B(5, 0) en el eix X. Els passos a seguir son:

1.- Esbrinar les coordenades de C. Per a aix0 calcularem la recta t que passa per E(3, 0) amb
pendent m = tag 60° i calcularem la interseccid d’aquesta recta amb la circumferéncia de centre

E(3,0) yradil
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2.- Calcul de larectar L al segment AC que passa per el punt mitja de AC
3.- Calcul de larecta s 1 al segment CB que passa per el punt mitja de CB.
4.- Calcul del centre de la circumferéncia sol-licitada: O=rns

5.- El radi és la distancia entre Ai O

5B

1.- Recta que passa por E(3, 0) i amb pendent tag 60° = /3: y = V/3(x — 3)

Circumferéncia centradaen E(3,0)iradi 1: (x—3)2 +y%2 =1

7
x—=3)2+y*=1 2 7 V3
( ) y =>x= 2 = C —,£
y =V3(x-3) 5 2’72
2
Degut a qué x= 5/2 correspon al punt per sota de I'eix X.
C (7 V3, 7 3
2.- Punt mitja de A(0, 0) i C(E’?)' P(Z’ T)
V3
“_0
Pendent de la recta que passa perAiC: m = E_O = \/7§
LAE) VN U A (VA W AN
Recta L al segment AC que passa per P(Z’ T)' Y-, = @(x 4), y = \/§><+\/§
7 V3. . 17 V3
3.-Punt mitja de C (5,7) i B(5,0): Q (T' T)
V3 V3
=0
Pendent de la recta que passa per CiB: m = 2 . =3—//2= —\/3—5
P =2

2

Recta L al segment CB que passa per Q (%, g): y— \1_5 = \/§(x - %) , Yy = V3x — 443

4.- Interseccio deris:
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7 13
y:——x-|—— 13 7
V3 V3p > ——x+——\/_x—4\/_ —+4/3=x(V3+—),
y = V3x— 43 V3 V3 V3 ( \/§)
25
Ne
x=1g, = g Z@;““@“T\F O(%"?)
/3

5.- Calcul del radi:

2 2
vms0 = [ () - [T -

Novembre 28: Resoldre:

X+Xy+y= —9}
x2 +y2 =17
Nivell: A partir de 3ESO.

Solucié: Multiplicant la primera equacid per 2 i sumant la segona equacié obtenim:
X2 +y2+2(x+xy+y)=17—-18, x> +y? +2xy+2(x +y) = -1,
c+y)?+2(x+y)+1=0,(x+y+1?*=0, x+y=-1
Substituint aquesta igualtat en la primera equacid tenim:
xy—1=-9, xy = —8

El sistema proposat es equivalent a:

X+y= —1}
xy = —8
Que passem a resoldre. De la primera aillem y (y = —1 — x) i substituim y en la segona:
( 1++33
—-1++33 X1 ="
X(-1-x)=-8;x2+x—-8=0; x=—"—7—= 4 2
2 -1+ \/

kXZ -
No és totalment necessari calcular els valors de y perque al ser el sistema proposat simetric tenim

que si (a, b) és solucio també ho és (b, a). Per tant:

-1 ++33 1++v33
}’1=Xz=—2 ) }’2=X1=——2
No obstant, si se vol calcular els valores de y:
1++v33 —-1++/33 —-1++v33 1++v33
y1=_1_.X1=_1+ 2 = 2 ,y2=—1—x2=—1— 2 = - 2

Novembre 29-30: Cinc persones tenen cada una d'elles una plaga d'aparcament en un

mateix garatge. Com les cinc places estan juntes han decidit aparcar triant aleatoriament
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la placa d'entre les que estan desocupades quan arriben a aparcar. Un determinat dia
totes les places han sigut desocupades, quina és la probabilitat que cap dels vehicles
aparcats en els extrems de les places aparque novament en una placa que estiga en un
extrem?

Nivell: A partir de 4ESO.

Solucid: Els casos possibles seran les formes de triar cinc places entre els cinc cotxes disponibles,
és a dir 5!. Per als casos favorables raonem de la manera seglient: Si A i B van ser els cotxes que
van ocupar les places extremes, llavors A pot aparcar en tres places no extremes i llavors B pot
aparcar en dos places que no sén extremes. Queden llavors 3 places que poden ser triades de
3! maneres entre els altres cotxes. Aixi que els casos favorables sén 3:2-3!. La probabilitat

sol-licitada és:
3-2-3! _ 3

5! 10



