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SOLUCIONES DICIEMBRE 2021

PROBLEMAS PARA TERCERO Y CUARTO DE LA E.S.O. AUTORES: Colectivo “CONCURSO DE PRIMAVERA”
http://www.concursoprimavera.es/#concurso.

Diciembre 1: La suma de tres digitos da 15. Si uno de ellos se reemplaza por 3, el producto de los nuevos
digitos da 36. ¢Qué digitos habia al principio?
Solucidn: Sean a, By 1 los digitos iniciales siendo a el sustituido por 3. Entonces:

=34 =2 B=3; n=4
«+B4n=15y3-pn=36 = pn=12{_5 ; J FZ 3N
SiB=3yn=4,entoncesa=15-(3+4)= 8.
Sip=2yn=6,entoncesa=15-(2+6)= 7.

Luego los digitos iniciales eran 8, 3,4 0 7, 2, 6, habiendo sido cambiado el 8 o el 7 por 3.

Diciembre 2-3: En la imagen hay dos circunferencias iguales
de centros A y B. Cada una de ellas pasa por el centro de la
otra y la recta que pasa por Ay B corta a las circunferencias
en Cy D. Si E es la interseccidn de las dos circunferencias,

R S

Solucidn: El tridngulo AABE es equildtero (pues tiene los lados iguales al radio de las circunferencias): Luego

ZBAE = ZABE = 60°. Ahora, por la relacidn entre angulo central y angulo inscrito, tenemos:
¢DCE = £CDE = 30°
Por ultimo, en ACDE:
2CED = 180° — («DCE + 4«CDE) = 180° — (30° + 30°) = 120°

Diciembre 4: En un examen de matematicas, si cada chico hubiese obtenido tres puntos mas de los que
obtuvo, la media de toda la clase habria sido 1,2 puntos mas alta de lo que fue. Halla el porcentaje de chicas
qgue hay en la clase.

Solucidn: Sea x (y) el porcentaje de chicos (chicas) y Sx (Sy) la suma de las notas de los chicos (chicas).
Entonces:

Sx +3x+S, Sx + Sy
———==12+——= = 3x=12(x+y) = 1,8xk=12y =2 3x =2y
X+y X+y
x =2k x =2k
{y=3p = 3:2k=2-3p=> k=p = {y=3k

Por ultimo:

x=40%

x+y =100 = 2k+ 3k =100 = k = 20 :>{y=60%
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Diciembre 6-7: Sea dado el tridngulo AABC, sean BE y AD
dos medianas cuya interseccion es F.

Supongamos que Aarpc = 3. Halla el drea de los tridngulos
AEAB y AAFB y el area del cuadrilatero EFDC

Lema: las medianas de cualquier triangulo dividen al
triangulo en seis triangulos todos ellos con la misma area.

Demostracion: Aplicamos que dos triangulos con la misma
base y el tercer vértice comun (y por lo tanto la misma
altura) tienen la misma area. Con ello tenemos que en la
figura adjunta se cumple:

a=Bn=8 Q=y

Por la misma razodn,
tendremos que los triangulos
AAPC y APBC tiene igual
area, por lo que:

2y+ta=26+a = y=96

Por ultimo, en la ilustracién de la derecha, los tridngulos AAMB y ACMB tienen igual area. Por tanto:
Yy+2a=3y = y=a«

Y asi, los seis triangulos tienen la misma area.

Solucidn: Aplicando el lema anterior al triangulo del enunciado,
tendremos la figura adjunta.

De ella obtenemos, obviamente:

AAEAB=3+3+3=9
AAAFB=3+3=6
AEFDC:3+3:6

Diciembre 8: Halla los naturales menores que 100 con mayor numero de divisores.
Solucién: Recordemos que si es dado el natural N con descomposicién factorial como producto de primos:
— A% 2% On
N_pl .pz .....pn
entonces los divisores de N son los nimeros de la forma:

d = p11 pgz . oo pEn
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donde:
0<Bi<oa Vie{l2,,n}
por lo que el nimero de divisores de N es:
(@ +D-(az+ D (ap+ 1)

Como buscamos nimeros menores que 100, estos pueden tener hasta seis doses, no mas de cuatro treses,
alo mas dos cincos o dos sietes. Por tamafio es mejor tener mds doses que treses o tantos treses como cincos
y sietes. Como 2:3-5-7 pasa de 100 vamos a partir de doses y ver como los acompanamos:

26 =64, tiene (6 + 1 =) 7 divisores.

2°-3 =96, tiene ((5 + 1)-(1 + 1) =) 12 divisores.

243 =48y 2*5 =80 tienen ((4 + 1)(1 + 1) =) 10 divisores.
23.32=72,2%2.3.5=60, 22-3-7 = 84, 2-32.5 = 90 tienen 12 divisores.

Luego la contestacion al enunciado es: el mayor nimero de divisores de los nimeros de una o dos cifras es
12 y los nimeros que los alcanzan son: 96, 72, 60, 90 y 84.

Diciembre 9: Tengo dos dados, uno rojo y otro azul. Si lanzo los dos a la vez, ¢cual es la probabilidad de que
el nimero que muestra el dado rojo sea mayor que el nimero que muestra el dado azul?

Solucidn:
A\R | 1 4 . . .
En la tabla adjunta se recogen los distintos resultados posibles de los dos
1 * lanzamientos y con una estrella los resultados favorables al suceso del
2 *1*1*1*| enunciado. Tendremos entonces:
* * %
3 P numero de casos favorables 5+4+3+4+24+1 5
* * = = e —
4 numero de casos posibles 36 12
5 *
6

Diciembre 10-11: Dividimos un cuadrado de 125 cm? de &drea en cinco regiones,
cuatro cuadrados y un poligono en forma de L, todas ellas de igual drea. éCudl es la
longitud, en cm, del lado mas corto del poligono en forma de L?
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Solucién: Ya que el drea del cuadrado inicial, es 125 cm?, su lado es:

. V125 = 5v5 cm?
Sea x el lado mas pequefio del poligono en forma de L, de drea 25 cm?;

5v5 entonces:
X 5\/§X+X(5\/§—X)=25=>X2—10\/§X+25=0=>{X:5\/§_10
* x = 5V5 + 10
5v5 La segunda solucidon se desprecia (pues es mayor que el lado del

cuadrado), por lo que x = 5v5 — 10

Diciembre 13: Halla los naturales cuyo cuadrado y el propio numero termina en los dos mismos digitos y en
el mismo orden.

Solucién: Supongamos que N y N? terminen en los digitos a y b (y en este orden). Entonces:
N=100x+10a+b
N2 = (100x + 10a + b)? = 100y + 20ab + b?

(donde x (y) no tienen por qué ser digitos, sino que representan nimeros, mds exactamente x son las cifras
de N excepto las unidades y las decenas y analogamente y). Es decir:

b2 termina en la misma cifra que es b

20ab + b? termina en 10a + b
La primera condicién llevaab=0(b>=0),b=1(b?=1),b=5(b?=25)y b =6 (b%=36).
Sib=0

20ab + b? termina en 00

: = a=b=0 = Nterminaen 00
10a + b termina en 10a

Sib=1
2 _
2?821’5 :_1321"'11 = 2ay aterminan igual = a = 0; b = 1 = N termina en 01
Sib=5
2
Zoig:fb ; 18214'525 >a=2 =>a=2; b=5>= Nterminaen 25
Sib=6

20ab 4+ b? = 120a + 36
10a+b=10a+6

. 120a + 36 termina en 36
Sta=0 = { 10a + 6 termina en 06 NO

terminan en las dos mismas cifras

. 120a + 36 termina en 56
Sta=1= { 10a + 6 termina en 16 NO

. 120a + 36 termina en 76
Slta=2 = { 10a + 6 termina en 26 NO

o 120a + 36 termina en 96
Sta=3 = { 10a + 6 termina en 36 NO



120a + 36 termina en 16

Sta=4 = { 10a + 6 termina en 46 NO
sia=s o {12021 St o
L BT Al
sta=7 o {120+ 26 emmen o
sta=g - {20 I g
sta=s o {12021 Sl o

Luego cumplen el enunciado los numeros que terminan en 00, en 01, en 25y en 76

Diciembre 14-15: En un dodecagono regular hemos inscrito un cuadrado,
como se observa en la figura. Ademas, hemos dibujado los simétricos de
los lados del dodecagono con eje de simetria los lados del cuadrado. Halla
la medida del angulo x y el area de la estrella si el lado del dodecagono mide
1

Solucidn: El angulo entre dos aristas consecutivas del dodecagono vale
60° 360°—2-150°
12 =150° = y= = 30°

180° &
2

Por altimo:

150° =4y +x=120°+x = x=30°

Para calcular el drea de la estrella restaremos al area del cuadrado la suma de
areas de los cuatro trapecios isdsceles que generan las puntas de la estrella.

Tendremos:
h = sen 30°° =

1
2

1+ (1 + 2 cos 30°) 1+1++3
A= 2 h=—7

_2+43
4

1
2
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Por altimo:

Aes = (1+V3) —4-

2+3
4\/_=2+\/§

Diciembre 16-17: En la figura adjunta los segmentos AB, CFy
ED son paralelos. Si la longitud de AB es 10 y la longitud de ED
es 7, halla la longitud del segmento CF.

Solucidn: Sea x la longitud del segmento FC, y la del segmento
AF y z la del segmento FE. Entonces:

y+z z Z

ABAE ~ ACFE = ——=-=7(y+1z)=70-
10 X X

y+z_y y

AAED =~ AACF =2 ——===210(y+2z) = 70=
7 X X

Sumando las dos ultimas ecuaciones:

70
17

+z
17(y+z)=70y7 => X=

Diciembre 18: Con los digitos 1, 2, 3, 4 y 5 escritos en alguin orden formamos el numero PQRST. Si PQR es
multiplo de 4, QRS es multiplo de 5 y RST es multiplo de 3, halla el nimero PQRST.

Solucién: Si QRS debe ser multiplo de 5, entonces S = 5 (ya que S no puede ser 0). Si PQR es multiplo de 4,
entonces QR debe ser multiplo de 4. Repasando la tabla de multiplicar del 4 y recordando que los digitos
participantes han de cefiirse a 1, 2, 3 y 4, hay tres posibilidades:

A. (43=)12 = Q=1,R=2
B. (46=)24 => Q=2,R=4
C. (48=)32 = Q=3,R=2

Analicemos cada una de estas posibilidades, exigiendo que RST debe ser multiplo de 3:

A. Q=1,R=2,S=5 = RST=25T debe ser multiplode 3 = 7 + T debe ser multiplode3 =7+T
debe ser 9 (12) y portantoT=2=R NO(T=5=S NO)

B. Q=2,R=4,S=5 = RST=45T debe ser multiplo de 3 = 9+ T debe ser multiplode3 = 9+ T
debe ser 12 y por tanto T = 3. El nUmero es 12453

C. Q=3,R=2,5S=5 =RST = 25T debe ser multiplode 3 = 7 + T debe ser multiplode3 =7+T
debe ser 9 (12) y portantoT=2=R NO(T=5=S NO)
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Diciembre 20-21: Se tiene un cuadrado ABCD y un cuadrante de radio
CB y centro B. P es un punto del cuadrante que dista 8 unidades del
lado DA y una unidad del lado DC. Halla el lado del cuadrado.

8 )L R-8

Solucién: Sea R el lado del cuadrado inicial. Generamos el 1
triangulo rojo de la ilustracién y en él aplicamos Pitdgoras.
Con ello:

R2=(R-1)?4+(R—-8)2 = R>-18R+65=0

R=13 R-1
= { R=S5 R
Por lo tanto el lado del cuadrado es 13 (No puede ser 5 pues
entonces un lado del tridngulo seriaR—8=5-8 = —3)
A B

Diciembre 22: Del natural N se sabe que es multiplo de p, pero no es multiplo de 2p. Halla el resto de N al
ser dividido por 2p.

Solucidn: Al ser N multiplo de p, tendremos:
N=k-p
donde k es impar, pues si fuese par: k = 2n, entonces:
N=2:n-p
Y asi, tendriamos que N es multiplo de 2p, que contradice el enunciado. Sea pues k = 2n + 1, entonces:

N=p-(2n+1)=2p-n+p = r;;(N) =r;,(2p-n) +r1,,(p) =0+p=p

Diciembre 23: Inscribimos una semicircunferencia en un tridngulo isdsceles de base

16y altura 15, como muestra la figura. Halla el radio de la semicircunferencia. -



Pagina 8 de 11

Solucidn: Los lados iguales del tridngulo isdsceles miden:

V152 + 82 =17
Al aplicar Pitagoras a los dos triangulos rectangulos de la 17x
ilustracion, tendremos:
152 = R? + (17 —x)?> = R? + x* + 289 — 34x}
82 = R? + x? 15
64
= 152=82+289—-34x > x=-—
17 R «
Y sustituyendo en la segunda ecuacion:
I (64)2 L g 120 8
B 17 17
E

A
Diciembre 24-25: i Cudnto vale la suma de la medida de los angulos A, B, C,

Dy E de la estrella de la figura adjunta?

Solucién: En el tridngulo de angulos rojos, tenemos:
B+D+a=180° > —a=B+D-180°
En el triangulo de dngulos azules, tenemos:
C+E+b=180° > -b=C+E—180°
En el triangulo de dngulos verdes, tenemos:

A + (180°—a) + (180° — b) = 180°

Y sustituyendo —ay — Db, llegamos a:
A+ (180°+B+D—180°) + (180°+ C + E — 180°) = 180°
Es decir:

A+B+D+C+E=180°

Diciembre 27: Dos lados de un cuadrilatero miden 4 y 1. Una de las diagonales, de longitud 2, divide al
cuadrilatero en dos triangulos isdsceles. Calcula el perimetro del cuadrilatero.

Solucion:
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;
.........
Traamaaeye®

Como los lados dados (1y 4) y la diagonal (2) no forman tridngulo (pues no cumplen la desigualdad triangular:
4> 2+ 1), los lados dados y la diagonal han de ser concurrentes. Por tanto, los lados del cuadriladtero deben
ser:1,4,4vy2. Luego el perimetroes (1 +4 +4+2=)11.

Diciembre 28-29: Rellena las celdas de la matriz adjunta con digitos de

manera que todas las filas sumen lo mismo, que todas las columnas sumen 3 3
lo mismo, aunque la suma de una fila pueda ser diferente de la suma de una

columna

2| 4 X | 2| 8+x
Solucidn: Tendremos, de la ilustracién adjunta: 3
7+y=4+4+x = x=3+y
8+x=74+y+z=2>8+B+y)=7+y+z 2z2=4 6|y | 1 |z]|7+y+z
7+y | 4+x
) 4 ) Una vez sustituido z por su valor, tendremos, en el total de
columnas:

u | 3 t | 6Hutt 8+u=7+y=6+t =21+y=t

6 y 4 | 11+y  yeneltotal defilas:
8+u | 7+y 6+t 6+tu+t=11+y =26+u+t=10+t >u=4%
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) a X 2 Y como los totales de columna deben coincidir:
7+y=12 = y=5
413 ]3|t 44x=12 > x=8

6+t=12 = t=6

gue proporciona la solucién definitiva:

12 | 7+y | 4+x | 6+t

12 | 12 | 12 | 12 | 48

Diciembre 30: Calcula el resto de dividir
x100 - 2x99 +4
entre
X% —3x +2

Solucidn: Sea C(x) y mx + n el cociente y el resto de la division planteada. Entonces:

x100 —2x¥ +4=Cx)- x2—=3x+2)+mx+n=Cx)-(x—1)-x—2)+mx+n
Dandole a x el valor 1, tenemos:

1100 —2.194+4=1-24+4=3=C(1)-(1-1)-1-2)+m+n=0+m+n=m+n

Dandole a x el valor 2, tendremos:

2100 _2.294+4=4=C2)-2-1)-2-2)+2m+n=0+2m+n=2m+n
Por dltimo:

3=m+n
4=2m+n

Es decir; el resto de la division es: x + 2

} > m=1, n=2

Diciembre 31: Una bolsa contiene 3 bolas rojas y 2 verdes. Sacamos, una a una y sin devolucién, bolas de la
bolsa hasta que hayamos sacado todas las de un mismo color. ¢Cual es la probabilidad de que hayamos
sacado las 3 bolas rojas?

Solucidn: Las maneras diferentes y mutuamente excluyentes de verificarse el suceso del enunciado son:
RRR; RRVR; RVRR; VRRR

La probabilidad de verificarse cada una de esas maneras es:
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3221 1
PRRVR) = 5232710
3221 1
PRVRR) = 5232710
23 21 1
PIVRRR) = = 2°3°27 10

Luego, la probabilidad pedida es:

1+1+1+1_4_2
10 10 10 10 10 5



