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PROBLEMES PER A UTILITZAR PROGRAMES GEOMETRICS. AUTOR: RICARD PEIRO | ESTRUCH. IES

“Abastos”. Valéncia

Febrer 1-2: La base d’un tetraedre és un triangle equilater, i les
tres cares laterals desplegades i posades en un planol formen un

trapezi de costats 10, 10, 10 i 14 unitats de longitud.

Calculeu la suma de les longituds de totes les arestes del

tetraedre i també determineu la seua area.

KéMal C1559.

Solucié: Siga ABCV el tetraedre de base el triangle
equilater de costats 10, ja que el desenvolupament té
tres costats iguals a 10.
Siga el trapezi isosceles AA'CB format pel
desenvolupament de les cares laterals.
AB = BC = CA’ = 10 arestes de la base del tetraedre,
AA' = 14
El vertex V del tetraedre és el punt mig del segment
AA
AV =7
Siguen BV = CV = a les altres dues arestes. Siga P la
projeccié de B sobre AA’

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BPV

a=11

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle APB

BP = 4V6

La suma de les longituds de les arestes son:

Larestes = 3AB+2a+AV=3-10+2-11+7=59u

L’area del tetraedre és:

V3 14 + 10
Sagcy = Sapc + Saacg = — 102 + ———— - 4/6 = 253 + 486

4

2
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Febrer 3-4: Siga el cub ABCDEFGH, d’aresta 1. C

a) Proveu que BH és perpendicular a EG.
b) Proveu que BH és perpendicular a GD.
c) Proveu que BH és perpendicular al pla EDG. E
d) Calculeu la interseccié de BH i el pla EDG.
e) Calculeu la distancia de BH al pla EDG

Solucié 1:

Considerem el cub amb les seglients coordenades:

E(0,0,0),F(1,0,0),H(0,1,0),G(1,1,0)

A(0,0,1),B(1,0,1),D(0,1,1),C(1,1,1).

BH = (-1,1,—1); EG = (1,1,0); GD = (=1,0, 1);
A) Vegem que els vectors Pﬁ{]ﬂﬁ son ortogonals.

BH-EG = 0.
Aleshores, BH és perpendicular a EG.

B) Vegem que els vectors ﬁ,ﬁ son ortogonals.
BH-GD = 0.
Aleshores, BH és perpendicular a GD.
C) L’equacio del planol que conté EDG és:
x—0 y—-0 z—-0
1 1 0
-1 0 1

Mgpg = =0

Simplificant:
gpg =x—y+z=0

El vector caracteristic del planol ésa = (1,—1, 1) és el linealment dependent del vector BH =
(=1,1,-1). Aleshores, BH és perpendicular al planol EDG.

D) L'equacié de la recta que passa per B, H té equacio:
rgg = (xy,z) =(1,0,1) + a(-1,1,-1)

xyz)=0-a0l—a)
Substituint les coordenades d’un punt qualsevol de la recta en el planol:
l—-a)—a+(1—-a)=0

Resolent I'equacio:

El punt interseccié de BH i el planol EDG és:

~
/-~
W =
wl N
W[ =
——
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E) La distancia de B al planol EDG és igual a la distancia de B a K.

= b))

O bé la distancia del punt al planol DEG:

B 1-0+1
V124 (-1)2 + 12

2

"3

P

Solucio 2:

A) BF és perpendicular al planol AGHE.
Aleshores, BF és perpendicular a EG. FH és perpendicular a EG, diagonals del quadrat EGGH.
Aleshores, el planol BFH és ortogonal a EG. Per tant, BH és perpendicular a EG.

B) BC és perpendicular al planol CGHD. Aleshores, BC és perpendicular a GD. CH és perpendicular a GD,
diagonals del quadrat CGHD. Aleshores, el planol BCH és perpendicular a GD. Per tant, BH és perpendicular
a GD.

C) BH és perpendicular al planol DEG ja que BH és perpendicular a EG i GD.

D) Notem que BDEG és un tetraedre regular ja que totes les arestes sén iguals a les diagonals de les

- A
cares del cub. BH és I'altura del tetraedre i el seu peu és K el baricentre del triangle equilater DEG.

L A
E) DK = %g\/_ = ?, BD = /2. Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BDK

2

d=ﬁ(=](\/§)2—<\§> RN

Febrer 5-12: Siga el tetraedre ABCD d’aresta 1. Siga K el punt de
I'aresta AD, tal que AK = 3 - DK. Siga L el punt mig de I'aresta
BD. Siga M el punt de I'aresta BC tal que BM = 3 - CM. Calculeu
I'area de la seccié del tetraedre determinada pel planol que
passa pels punts K, L, M. C

A
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Solucio:

AR =BM = >, DK = CM = £ BL = DL = =
I A )

Les rectes AB, KL s’intersecten en el punt P. La recta
PM talla I'aresta AC en el punt N. La seccié és el
quadrilater KLMN.

DR = L BT = = /KDL = 60°
—2.BL =1, 2K0L -

Per tant, 2DKL = 90°. Aleshores, KL = ?
A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle LBM
IM? = 1 9 2 131
4 16 242
7
LM = —
4_
Siga Q el punt mig de I'aresta AB.
A A
Els triangles KAP, LQP sén semblants. Aplicant el teorema de Tales:
3 _
I _ 1+ BP
11 —
7 7 + BP
Resolent I'equacié: BP = %
A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle BPM
PMZ — 1 4 9 5 131
416 242
B = V19
4
A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle LBP
1 1 111
P2 =_+-+2--2
4 + 4 + 222
3
LM = 7

Notem que PM? = LM? + PL2. Aleshores, «MLP = 90°. Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

A
rectangle MLP

KM

A
Siga £BMP = a. Aplicant el teorema dels sinus al triangle BMP

1 V19

2 _ 4
sina sin120°
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A
Aleshores, sina = %, cosa = 41—\/;_9. Aplicant el teorema dels sinus al triangle MCN
— 1 —
MN 7 _ CN
sin60°  sin(60° +a) sina
—— V19 __ 1
N=——,CN=—
20 10
AN = —
10
A

Aplicant el teorema del cosinus al triangle AKN
81 9 9 31

KN2=—+-——2—-_Z==
100 T 16 " “10242
_N_3\/31

20

A
Siga £KNM = [3. Aplicant el teorema del cosinus al triangle KNM

10 19 279 v193v31

16~ 200 T200 220 20 P

_8v31 5V651
cosp = gg /SinB = 53

L’area del quadrilater KLMN és:
1 1__ __
SKLMN = EKL . ML +§KN . MN . SlnB

1V3 V7 13V31 V19 5651 V21 3v399
24 4 220 20 589 32 3040

SkLMN =

K o G
Febrer 7-8: Siga ABCDEFGH d’aresta AB = 1. Siga K de -
I'aresta EH tal que HK = 2 - EK. Siga L el punt mig de
I'aresta BF. Siga M de I'aresta CG tal que GM = 2 - CM. | W
Determineu els costats de la seccid del cub que determina 2
el planol que passa pels punts K, L, M. Jf
A
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Solucié: Siga Q el punt mig de I'aresta CG

1 1 1

Q "2 3 6
- 1\2 37
- |(3) y12 =Y
6 6

A A
Els triangles LQM, KHN sén semblants. Aplicant el teorema
de Tales:

9 9
A A
Els triangles NTM, PEL sén semblants. Aplicant el teorema de Tales
— 1
PF 3 BF — 9 PE — 1
1 5 10 10
9

Febrer 9-16: Dos tetraedres regulars estan units per una cara. Determineu la
proporcié dels volums del prisma de vertex els punts migs de les arestes dels
tetraedres i la suma dels dos tetraedres
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Solucid: Siguen els tetraedres regulars ABCD, ABCE d’aresta

— A —
AB = a. Siga O el centre de la base comuna ABC. SigaOD = h

Siga el prisma regular FGH]KL d’aresta de la base JK = %ﬁ =

A
a. La recta OD talla la base del prisma JKL en el punt P. Siga

|~

2
OP = x. L’altura del prisma és 2x. Siga M el punt mig de I'aresta
BC
3
AM = —
> a
Aplicant la propietat del baricentre:
2 3
0==-AM=—
3 3 °

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AOD

1 -
a? = §a2 + OD?

__ V6
OD=?a
_ 1 6
OP—X—E D—?a
V3 1 V3

— .2 i —_ Y. 2
SaBc = 4 a%, SkLm 4SABC 163

El volum de la suma dels dos tetraedres és:

El volum del prisma és:

La proporcid dels volums és:

1v3 V6 V2
Vagcpg =2 z—a?-—a=—a
34 3 6

Vi, V6 7,
V =—a“-2—a=—a
FGHIKL = T¢ 6 1
V2
VEGHKL _ 16 2 :E
Vacor V2, 8
?a
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Febrer 10-11: Siga ABCDEFGH d’aresta AB = 1. Siga K de I'aresta
EH tal que HK = 2 - EK. Siga L de I'aresta AE tal que EL = 2 - AL.
Siga M el punt mig de I'aresta BF. Determineu el perimetre i I'area
de la seccioé del cub que determina el planol que passa pels punts

K, L, M.

Solucid:

A A
Els triangles LEK, MFN sén semblants. Aplicant el teorema de Tales:
N 2 1
T _2fN==
T2
3 3

3 2 6
- 1 1,2 V145
N = (___) 12222
3 4 12

El perimetre del trapezi KLMN és:



7V5 /37 145

Pximn = 3 + 6 + 12
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— — |t
Siga P la projeccié de M sobre KL. Siga Q la projeccié de N sobre KL. Siga x = N
PL, aleshores, KQ = 1—\/3 — x. Siga h = PM altura del trapezi KLMN.. Aplicant el
A A
teorema de Pitagores als triangles rectangles MPL, NQK
h2 37 2
=——X
36 ,
o145 (V5
144 \12 l
Resolent el sistema format per les dues equacions: Ka oL
[ Y5
15
, _ Y905
~ 30
L'area del trapezi KLMN és:
V5 5
g _T+T 905 7v181
KLMN= 2 30 144

Febrer 14-15: La hipotenusa d’un triangle rectangle és 5.
Determineu la mesura dels catets sabent que els volums
engendrats pel triangle al girar al voltant dels catets sén un el
doble que I'altre. Calculeu el volum dels dos cons. Determineu
el volum del doble con engendrat pel triangle al girar sobre la
hipotenusa.

K 1195

A

Solucié: Siga el triangle rectangle ABC d’hipotenusa BC = 5. Siga V,, el volum de con generat al girar el

triangle sobre el catet b = AC. El radi és ¢ = AB. El volum és:

\Y% _1 2b
b—3T[C
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Suposem que el volum Vy, és el doble que el volum V.

1 1
§T[C2b =2 '§T[b2C

Simplificant: ¢ = 2b. Aplicant el teorema de Pitagores al
A

triangle rectangle ABC:
b? + (2b)? = 52

Resolent I'equacio:

b =+5,¢c=2V5
Els volums dels cons son:
1 T
v, = §nczb = §20\/_ = 46.83
1 ) TC
Ve = gmbZe = §10x/_ = 23.42

El radi dels dos cons, que estan engendrats per la rotacié del triangle rectangle sobre la hipotenusa, és igual
a I'altura del triangle sobre la hipotenusa. Siga h = AH I'altura sobre la hipotenusa. L’area del triangle

A
rectangle ABC és:

¢ _Oh_ V5 - 2v5
ABC= 5 =T 5
Resolent I'equacié: h = 2. El volum del doble con és:
v, =11th2-5=20—ﬂz20.94
a3 3
Febrer 17-24: Les arestes que ixen del vertex O del tetraedre OABC sén C

perpendiculars dos a dos.

A
Demostreu que la projeccié ortogonal H de O sobre la cara ABC és
A
I'ortocentre del triangle ABC
1 1 1 B

Proveu que —i2:r2+j2+—2 .
OH OA OB OC

Demostreu que el simétric de O respecte del baricentre del tetraedre és el
centre de I'esfera circumscrita al tetraedre A

Solucié: Considerem el tetraedre OABC en les seglients coordenades cartesianes:
0(0,0,0), A(a, 0,0), B(0,b,0), C(0,0,c) AB = (-a,b,0), E:(—a, 0,c).

L'equacid implicita del planol que conté els punts A, B, C és:

X—-a 'y z
e =|—-a b 0/=0.
-a 0 c

Simplificant: IT 5. =bcx +acy +abz —abc =0.

El vector normal és: v =(bc, ac, ab).
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La recta OH té equacio: ro, = (X, Y, z) = a(bc, ac, ab).

Resolent el sistema format per la recta i el planol, de terminem les coordenades del punt H. Les seues
coordenades sén:

H ab?c? a’bc? a’b?c
a’b? +b%c? +c?a® a’b? +b?c? +c?a? a’b? +b?%c? +c?a?
- 1
CH= 5 (abzcz, aZbc?, —b3c® —aZCS).

a’b? +b%c? +c?a
Vegem que CH és ortogonal a AB = (—a, b, 0). Calculem el seu producte escalar:

1 2.2 2 2 2.3 2.3
H-AB = ab“c“,a‘bc“,-b“c® —-a“c’[(-a,b,0)=0.
a’b? +b?%c? +c%a’ ( k )

- _ A
Analogament, AH és ortogonal a BC. Aleshores, H és I'ortocentre del triangle ABC .

Anem per la segon afirmacio

- 1
OH= ab?c?, a’bc?, a’b?c).
a’b? +b?c? +c%a? ( )
— 1 abc
OHH = ab?c?, a’bc?, a’b’c) = Ja?b? +b2c? +c2a?
H a’b® +b%c? +c?a’® ”( M a’b® +b%c? +c?a’®
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=l Nzt 2 2z 2ttt 2 e a2 2 me 2 a2
HOHH a? b? ¢ HOH a? b? ¢ HOA a®’ |oglf P HOC c
Aleshores, _12 = _l _1 +_12 .
OH OA OB ocC
A
Anem per la tercer afirmacid. El baricentre G, de la cara ABC té coordenades:
abec
Go| == = |.
0(3 3 3)
El baricentre G del tetraedre pertany al segment OG, tal que 0G= %OGo . Siga G(x, Y, 2).
3(a b c . .
(%X, y,2)= 2333/ Les coordenades del baricentre del tetraedre son:
abce
44" 4
Siga G'(X, Y, z) el simetric de O respecte de G.
0G =2-0G.
xX,y,2)=2 E, E c . Les coordenades de G’ sén:
4 4 4
cl2 9, cl
2 2 2

Notem que (3-'0=G'A=G'B=G'C=%\/a2 +b?+c?,

aleshores G’ és el centre de I’esfera circumscrita al tetraedre
OABC
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Febrer 18-19: Una esfera de radi r té inscrit un con que té el vertex en el
centre de I'esfera i d’angle 2a en el vértex.

Determineu I'area i el volum de la zona de I'esfera que talla el con.

Problema proposat per Joan Galiana, alumne i matematic

Solucié: Per a I'area, tenim: El con talla I'esfera en dos casquets esférics. Considerarem el menor. (El major
seria facil de calcular a partir la diferencia entre de la superficie de 'esfera i el casquet menor). Siga I'eix de
simetria del con que talla I'esfera en el punt Q i passa pel centre de la base del con P. Siga h= PQ altura del
casquet. L'area del casquet és:

Scasquet =2nr-h. ﬁ =r-cosao. %=(1—COS(X)I’.
L'area del casquet és:

Scasquer = 21 -h = 2m(1-coso)r?.

Per al volum, tenim: El con determina dos parts un casquet i el mateix con i l'altra part que és el que resta
de I'anterior. El volum del casquet és:
h
2
Vcasquet = Tl:h (r—g .

Veasquet = nhz(r —2} = g(l— cosa)’(2+cosa)r.

El radi del con és: s=r-sina.. L'altura del con és t =OP =r-cosa. El volum del con és:

1 1 .
Veasquert = = 1S t==mncos” a-sina-re.
3 3

El volum de la part inferior és:

T 2 .
Viotal = Veasquet + Veon = 5((1— cosa)’(2+cosa)r® +cos? a~sma)r3
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Febrer 21-28: L’altura d’una cara lateral d’'una piramide regular
guadrangular és el doble que I'aresta de la base.

Quin percentatge d’aquesta alcada de la piramide (comptant des de la
base hem de tallar amb un planol paral-lel a la base de manera que
I’area total de la superficie lateral més el quadrat superior del tronc de
piramide resultant siga igual a la meitat de la superficie lateral de la
piramide original.

Solucié: Siga AB = a aresta de la base de la piramide
ABCDV Siga MV = 2a altura d’una cara lateral. Siga el
tron de piramide ABCDPQRS. Siga PQ = b aresta de la
cara superior del tronc. Siga O el centre de la base ABCD.

Siga K el centre de la base PQRS.Aplicant el teorema de
A
Pitagores al triangle rectangle VM O. L’altura de la piramide

és:

H=vM="a.

L’area lateral de la piramide és:

1
SL=4-§a-2a=4a2

Siga N el punt mig de l'aresta PQ. Les piramides
ABCDV,PQRSV sén semblants. Aleshores:

NV =2b
L'altura del trapezi ABQP és MN.
MN = 2(a—b)

L'area del trapezi és:

a+b
SABQP:T'Z(a_b)

L’area de la superficie lateral més el quadrat superior del tronc de piramide és: S, = 4(a + b)(a — b) + b?

I’area total de la superficie lateral més el quadrat superior del tronc de piramide resultant
S, = lSL
2
4(a+ b)(a—b) + b? = 2a?

Simplificant:

Siga h = OK altura del tron de piramide. Les piramides ABCDV, PQRSV sén semblants. Aleshores,
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Es a dir talla la piramide inicial a un 18.35% de la seua altura.

Febrer 22-23: Donat el doble tetraedre regular, determineu la proporcio
entre els volums del poliedre dual (prisma de vertexs els centres de les 6
cares) i del doble tetraedre regular

Solucié: Siguen els tetraedres regulars ABCD,ABCE d’aresta

- A -
AB = a. Siga O el centre de la base comuna ABC. Siga OD = h.
Siga el prisma regular FGHJKL tal que els vertexs sén els

A
baricentres de les cares. La recta OD talla la base del prisma JKL
en el punt S. Siga 0S = x. L’altura del prisma és 2x. El planol que J

A
conte la base JKL talles les arestes del tetraedre ABCD en els
punts P, Q, R. Siga M el punt mig de I'aresta BC

__ 3 B
AM=7(1 F

Aplicant la propietat del baricentre: G

2 V3
3

0=-AM =
3 a

A E
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AOD

__ 6
OD:?a

El volum de la suma dels dos tetraedres és:

13 V6 V2
Vagcpe = 2 =——a? - —a=—ad
34 3 6

A A
Els triangles equilaters ABD, PQD s6n semblants i de raé 3:2. Aleshores:
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A A
Els triangles rectangles AOD, PSD sén semblants i de ra¢ 3:2. Aleshores:
— 1 1v6 6
0S=0 S 3 0 373 a ) a
El volum del prisma és:
V3 V6 V2,
Vegujkr = 570° - 2—Fa=—-a
36 9 54

La proporci6 dels volums és:

V2
VecHjkL _ 54
VagcpE Q

6

Febrer 25-26: Siga ABCDEFGH un cub d’aresta 1. Siga P un punt del segment
BE tal que EP :BE =1: 3.

Calculeu la distancia del punt P al planol que determinen els vertexs C, F, H
del cub.

Solucié: La distancia del punt P al planol que
determina els punts C, F, H és igual al planol que
conté la recta BE i és paral-lel a I'anterior. Es a dir, el
planol que conté els punts B, E, T (on T és el vertex
d’un cub adossat a I'anterior, veure figura). Notem
gue la diagonal AG és perpendicular als dos planols.
Siga h I'altura del tetraedre CFHG sobre la base CFG.

El volum del tetraedre CFHG és:

11—=2 1
VTetraedre EECG - SCFH h
11 185,
32 34

La distancia entre els dos planols és:

d=AG-2h=+3— 2‘/_ ‘/_

Solucié 2: Siga el cub amb les seglients coordenades:
A(0,0,0), B(10,0), C(1,1,0), D(0,1,0). E(0,0,1), F(10,1), G(111), H(O,11).

Les coordenades de P sén:
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pl,oﬁj.
3 3

FH=(-110), FC=(0,1-1).

L’equacio general del planol que passa pels punts C, F, h és:

x-1vy z-
=-1 1 0 |=0.
0 1 -1
Simplificant: [T=x+y+x-2=0.
La distancia de P al planol és:
1 2



