ENERO 2023
Sangakus

2 3

e B En una circunferencia exterior de
Ao, a8 radio R se han dibujado dos
/ S 'f':\ circunferencias medianas iguales y
(\ n \1 cuatro circunferencias pequefas.
\ ST A | Calculad el radio de |las
gl S circunferencias.
[} ] -
- Jefatura de Ishikawa
Solucion:
C
< Sea la circunferencia de centro 0 y didmetro
AB = 2R
Sea la circunferencia de centro P y radio
PA=r
Sean las circunferencias de centros L, K y
A 5 radios LO = KC =t

AB=4-PA—4-10

4r — 4t = 2R
Entonces:
_R+2t

T

_ _ R—2t __

OK=R—-t,0OP=R-—-71r= ,PK =r+t
_R+4t
2

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo POK:

(R+41:)2 _(R—Zt)z_l_ R _ )2

> =\ ( )

Simplificando:

2t>+5Rt—R?=0

Resolviendo la ecuacion:
—5++33

t = TR

_R+2t -3+ \/ﬁR

2 4

r



Construccion con GeoGebra
Lo primero para poder dibujar es asignar un valor al radio R. Vamos a elegir R=10.
Los pasos a seguir serian:

1.
2.

Dibujamos la circunferencia centrada en el origen A(0,0) de radio 10.
Introducimos un deslizador para el radio de las circunferencias pequefias. Seria de
numero, valor minimo 1 y maximo 5 e incremento de 0,001. Lo llamamos r.

Los centros de dos de las circunferencias pequeiias estaran en los puntos B(r,0) y
€(0,10 — r). Dibujamos las circunferencias con centro en el punto correspondiente
y radio r.

Las dos que faltan las dibujamos con simetria respecto a los ejes o con giro entorno
al origen de coordenadas de 180°.

Para las circunferencias medianas necesitamos los centros y un punto. Todos estan
sobre el eje de abscisas, por lo que empezamos por calcular las intersecciones de las
circunferencias (la grande y las dos pequefias del centro) con el eje de abscisas. El
centro de la circunferencia mediana es el punto medio entre el corte con el eje de la
grande y el punto mas lejano a él de los de las pequeiias.

Las circunferencias medianas seran tangentes a las dos pequefias del centro, pero
es posible que no lo sean a las otras dos. Para que sean tangentes a las cuatro
pequefias, vamos a mover el deslizador hasta conseguirlo. Hay que tener en cuenta
que para que dos circunferencias sean tangentes, la interseccién entre ambas sera
un Unico punto. Si no hay punto de intersecciéon o hay dos debemos mover el
deslizador hasta conseguirlo.

El radio de la mayor es 10, el de las pequefias es r y el de las medianas es r + 5,
siendo r el valor que marque el deslizador cuando consigamos la tangencia.

La solucion general, con radio R para la circunferencia mayor (y no el caso particular

con R=10 dibujado) seria:

Circunferencias pequeiias: o7
: . . R

Circunferencias medianas: e (r+5)
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Dentro de una circunferencia de radio R

se ha dibujado un cuadrado,

triangulos equilateros sobre los lados
del cuadrado y 4 circunferencias
tangente a la circunferencia exterior y
tangente a los lados del tridangulo.

Calculad el radio de estas
circunferencias.
Jefatura Okayama.

e e ——————

Solucién:

Sea 0 el centro de la circunferencia
exterior de radio R.

Sea P el centro de la circunferencia
pequefa (superior derecha).

Sea B el punto de tangencia de las
dos circunferencias.

Sea C el vértice (superior derecha)
del cuadrado.

Sea 4 el vértice, exterior al
cuadrado, del triangulo equilatero.
R=0A

Sear = PB = PC su radio.

Sea T el punto de la circunferencia
de radio r y el lado del triangulo CD.
Sea c el lado del cuadrado.

Sea M el punto medio del lado
superior del cuadrado.

¢ __ 3

OM = —, AM = —
2 2 ¢ .
1443

04 = OM + AM = ———c
14++/3

Resolviendo la ecuacion en la
incognita c:
c= (\/5_’ - l)R

Aplicando el teorema de Pitagoras al

A
triangulo rectangulo OMC:

V2 J6e-2
ocC = 70 = TR
Notemos que £ACD = 150° £CAD =

15°,
Entonces, 2£CPT = 15°.
PC=CB-0C-PB
_ V6 —2

PC=R- TR

Aplicando razones trigonométricas al

—-r

A
triangulo rectangulo CPT.
r V6 ++/2
=cosls° = ——
V62 4
R — — R—r
Resolviendo la ecuacion en la
incognita r:
—2+V6+V2
r=———
4++6++2




Construccion con GeoGebra
Lo primero para poder dibujar es asignar un valor al radio R. Vamos a elegir R=10.
Los pasos a seguir serian:

1.
2.

10.

Dibujamos la circunferencia centrada en el origen A(0,0) de radio 10.
Introducimos un deslizador para el lado del cuadrado. Seria de ntimero, valor
minimo 4 y maximo 9 e incremento de 0,001. Lo llamamos L.

Los dos vértices de la base del cuadrado estarian en los puntos B(—1/2,—-1/2) y
C(l/2,-1/2).

Dibujamos el cuadrado. Sobre cada uno de los cuatro lados, el tridngulo equilatero
correspondiente.

Movemos el deslizador hasta que la figura que acabamos de construir sea tangente
a la circunferencia.

Trazamos una semirrecta desde el centro de la circunferencia que pase por uno de
los vértices del cuadrado.

Hallamos el punto de interseccion de esta semirrecta y la circunferencia. Sera un
punto de una de las circunferencias pequeiias.

El centro de la circunferencia debe estar sobre la semirrecta, asi que con punto en
objeto, marcamos un punto en el lugar aproximado en que debe ir el centro.
Movemos el punto hasta que la circunferencia sea tangente tanto a la circunferencia
grande como a los dos triangulos.

El radio de las circunferencias pequeiias lo calculamos con la distancia entre el
centro y el punto en que es tangente a la circunferencia grande.

El valor r obtenido para las circunferencias pequenas, seria para la circunferencia exterior
conradio 10. Si generalizamos a un radio cualquiera R en la grande, el radio de las pequenas

. R
serla—-r.
10



Una circunferencia de
radio R contiene cuatro
circunferencias iguales y
otras dos iguales. Calculad
el radio de todas las
circunferencias.

Jefatura de Fukushima

12

e Tem
—_—
. .

Solucién:

Sea M el punto medio del segmento KL
Sea la circunferencia de centro 0 y radio
OA=R

Sean las circunferencias de centro P,Q y
radio PT =r

Sea N la proyeccion de P sobre el segmento

0Q

OP=R-7r,PQ=2r,00=R-—r

OM =R -2r

ON =3r —R,QN = 2R — 4r

Aplicando el teorema de Pitagoras a los

A A
triangulos rectangulos ONP, QNP:

PN%2 = (R —1)? — (3r — R)?
= (2r)? — (2R — 41)?
Simplificando:
r>—3Rr+R?>=0
Resolviendo la ecuacion:
3-+5
2

r= R

Sea la circunferencia de centro C y radio
CM =R

Sea la circunferencia de centro d y radio
DF =s
OC=R—-71,(D=r+s,0D=R—s

Sea E la proyeccion de D sobre el segmento 0C

CE=r—s,0E=R—-2r+s

A A
Aplicando el teorema de Pitagoras a los triangulos rectangulos CED, OED:
DE*=(r+s)>—(r—s)*=(R—5s)*— (R—2r +5s)?

Simplificando:
—Rs—124+Rr=0

(

\

_/

:(R%)T=(—2+x/§)R
K M
AREYER
O
P N
Q



Construccion con GeoGebra
Lo primero para poder dibujar es asignar un valor al radio R. Vamos a elegir R=10.
Los pasos a seguir serian:

1.
2.

10.

11.

12.
13.

14.

Dibujamos la circunferencia centrada en el origen A(0,0) de radio 10.
Introducimos un deslizador para el radio de las circunferencias medianas (las
grises). Seria de nimero, valor minimo 1 y maximo 5 e incremento de 0,001. Lo
llamamos rm.

El centro de la circunferencia superior estd en el punto B(0,10 —rm). Lo
introducimos y dibujamos la circunferencia con centro en B y radio rm.

Por simetria de ésta respecto al eje de abscisas dibujamos la circunferencia inferior.
Hallamos el punto de interseccion de la circunferencia con centro en B con el eje de
ordenadas, y después la recta tangente a la circunferencia por ese punto.

El centro de las dos circunferencias grises que faltan estd a la misma distancia de
A(0,0) que los centros de las que ya tenemos. Dibujamos una circunferencia con
centro en A y radio 10 — rm, que contendra el centro de todas las circunferencias
del tamafio de las grises que sean tangentes interiores a la circunferencia grande.
Con punto en objeto marcamos un punto sobre la circunferencia de los centros en el
lugar aproximado donde creemos que estard el centro de una de las dos
circunferencias que nos faltan. Después, con centro ese punto y radio rm la
circunferencia correspondiente.

Ahora, moviendo ese punto y el deslizador del radio, ajustamos el dibujo hasta que
veamos las tangencias que queremos.

Por simetria dibujamos la gris que falta.

El centro de las circunferencias pequefias esta sobre la recta vertical que pasa por el
centro de la mediana que tiene debajo. Dibujamos esa recta. Hallamos el punto de
interseccion de esta recta y la horizontal. Serd un punto de la circunferencia que
buscamos.

Marcamos un punto sobre la recta vertical, y después con centro en ese mismo punto
y otro punto en la interseccion que acabamos de hallar, una circunferencia.
Tendremos que mover el centro hasta que la circunferencia obtenida sea tangente
tanto a la circunferencia centrada en B como a la horizontal.

Por simetria respecto al eje de abscisas, dibujariamos la que falta.

Para rp, el radio de la pequefia, calculamos la distancia entre el centro de la misma
y el punto que tenemos.

El radio de las medianas sera el valor rm que hemos obtenido con el deslizador.

Para el caso general, con radio R para la grande en lugar del 10 que hemos asignado al
dibujo, tendriamos:

Radio de la pequefia:

Radio de la mediana:

‘R

P
rm
LILNy »
10
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Dado un tridangulo equildtero se ha inscrito
una circunferencia de radio r.

Otra circunferencia es tangente exterior a la
inscrita y a dos lados del triangulo.

Una tercera circunferencia es tangente a un
lado y tangente exterior a las dos
circunferencias anteriores.

Calculad el radio de las circunferencias.
Jefatura de Saitama

Solucién:

A
Sea el triAngulo equilatero ABC de centro 0.
Sea la circunferencia inscrita al triangulo de centro 0 y radio OM = OT =r
0C = 0B =2r
La recta perpendicular al segmento OB que pasa por T, corta a los lados del
triangulo en los puntos K, L.

Sea la circunferencia de centro P y radio PT = PQ = s
A A
Los triangulos equilateros ABC, KBL son semejantes y de razon
CM:TB = 3:1
Aplicando el teorema de Tales:
1

S=§T A M/K Q B

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo OMB:
MB =3 o
Sea la circunferencia de centro E y radio EF =t

A A I
Los triangulos rectangulos OMB, PQB son semejantes y de razon OM: PQ = 3:1
Aplicando el teorema de Tales:

2 2 2V3

Sea G la proyeccion de E sobre OM

Sea H la proyeccion de E sobre PQ

OE =r+t,06=r—t,PE=s+t,PH=s—t,
23

Aplicando el teorema de Pitagoras a los triangulos
G

A A
OGE, PHE 0/
GE = 2/rt,HE = 2/st M E Q B

243

2\/ﬁ+2\/S_=TT

f1 V3
Jrt + §rt=?r

Resolviendo la ecuacion:
2-+3
2

r



Construccion con GeoGebra

Lo primero para poder dibujar es asignar un valor al lado del tridngulo.
Vamos aelegirl =1

Los pasos a seguir serian:

1.
2.

10.

Dibujamos un triangulo equilatero de lado 1.

Para inscribir la mayor de las circunferencias hallamos el centro de un lado y del
tridngulo. Seran un punto de la circunferencia y el centro.

El centro de la segunda circunferencia estara sobre la recta que une el centro de la
circunferencia mayor y el vértice del tridngulo (bisectriz del angulo del vértice).

La interseccion de esta recta y la primera circunferencia sera un punto de la
circunferencia que buscamos.

Sélo nos falta hallar su centro. Para eso trazamos la recta paralela a la base del
tridngulo por el punto que ya tenemos de la circunferencia. Hallamos el punto en
que esta recta corta al lado inclinado del tridngulo. También pertenecera a la recta.
La mediatriz del segmento que une los dos puntos que tenemos pasa por el centro
de la circunferencia y corta a la base en un punto que también pertenece a la
circunferencia. Con estos tres puntos dibujamos la segunda circunferencia.

Para trazar la mds pequefia de las circunferencias, vamos a usar una propiedad de
las circunferencias que se encuentran en una posicion similar a la que buscamos:

Si trazamos la pardbola con foco en el centro de la circunferencia y vértice en el
punto de interseccion de la circunferencia con la recta de la base del tridngulo para
las dos circunferencias que ya tenemos, estas dos pardbolas se cortardn en el centro
de la tercera.

Para dibujar con geogebra las parabolas necesitamos los focos y las directrices, pero
lo que tenemos son los vértices en lugar de las directrices. Usamos que los vértices
estdn a la misma distancia del foco que de la directriz.

Hallamos los puntos simétricos de los focos respecto a la base del triangulo. Seran
puntos de las directrices. Para tenerlas, trazamos las rectas paralelas a la base del
tridngulo por estos dos puntos que hemos obtenido por simetria.

Dibujamos las dos parabolas y hallamos el punto donde se cortan. Ya tenemos el
centro de la circunferencia pequefia.

Para obtener un punto, basta trazar la perpendicular a la base del triangulo por el
centro que acabamos de obtener. La interseccion de ambas rectas sera el punto que
buscamos. Con centro y punto, podemos trazar la circunferencia que nos faltaba.
Para saber cuanto miden los radios de las tres circunferencias, basta trazar
segmentos desde el centro de cada circunferencia hasta un punto cualquiera de la
misma.
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Dos circunferencias de igual radio r son

tangentes y cada una de ellas es tangente
a dos lados de un rectangulo y a una
diagonal. Calculad la medida de los lados
del rectangulo y el radio de |Ia
circunferencia tangente exterior a las

anteriores y tangente al rectangulo.
Jefatura Fukushima

Solucién:

Sea la circunferencia de centro 0 y radio OK = OL = r
Sea el rectangulo ABCD.

AB = 4r

SeaAD = a

Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo

A
ABD:
BD = /1612 + a2
La circunferencia de centro O esta inscrita al triangulo

A
rectangulo ABD.
El radio de la circunferencia inscrita al triangulo rectangulo
es:

AB+AD —BD 4r+a—+V16r2 + a?
r = =

2 2

2r+a =+/16r?% + a?
Resolviendo la ecuacion:
a=3r

Sea la circunferencia de centro P y radio PM = PT = s
La recta OL corta al lado CD en el punto N.

Sea Q la proyeccion de P sobre el segmento ON
ON=a—r=2r
0Q0=2r—s,PQ=MN=r,0P=r+s

K

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectdngulo OQP:

(r+s)>=r?+Q2r—-s)
Simplificando:
4r? = 6rs

2

S=§T




Construccion con GeoGebra
Lo primero para poder dibujar es asignar un valor al radio r. Vamos a elegir r = 10.
Los pasos a seguir serian:

1.

Dibujamos la circunferencia centrada en el punto A(10,0). Seria la de la derecha. La
de la izquierda podemos dibujarla por simetria respecto al eje de ordenadas.
Hallamos los puntos de interseccion de las dos circunferencias con el eje de abscisas.
Por esos puntos, trazamos las rectas tangentes a las dos circunferencias, con lo que
tendriamos los dos lados verticales del rectdngulo.

Hallamos la interseccién de la circunferencia de la derecha con la recta y=10 que
pasa por su centro. Con la recta tangente a la circunferencia por ese punto,
tendriamos la base del rectangulo.

Con interseccién hallamos las coordenadas de los dos vértices de la base del
rectangulo.

Trazamos ahora las dos diagonales trazando las rectas tangentes a cada una de las
dos circunferencias pasando cada una por el vértice del rectdngulo que esta al otro
lado (la circunferencia de la derecha con el vértice de la izquierda y la circunferencia
de la izquierda con el vértice de la derecha).

Hallamos la interseccion de cada una de las diagonales con las verticales del
rectangulo. Con esto, ya tenemos los cuatro vértices del rectangulo y podemos
dibujarlo.

Para dibujar la circunferencia que falta, usaremos que la recta tangente a las dos
circunferencias es perpendicular a la recta que une los dos centros.

Hallamos los puntos de interseccion de cada circunferencia con la diagonal
correspondiente. Dibujamos la recta que une este punto con el centro de la
circunferencia. Las dos rectas se cortan en el centro de la circunferencia pequefia.
Dibujamos la circunferencia con centro en este punto y pasando por uno de los
puntos de interseccién de las diagonales y las circunferencias. La distancia entre
estos dos puntos seria el radio.

10. Para las medidas del rectangulo, basta marcar los segmentos que lo forman.

Para el caso general, conradio r parala grande en lugar del 10 que hemos asignado al dibujo,
tendriamos:

Si R es el radio de la circunferencia pequefia en el dibujo, su radio seria % ‘R
Sib es la longitud de la base en el dibujo, la base mediria % b

Si a es la longitud de la altura en el dibujo, la altura mediria 1L0 ‘a
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En la figura hay dos circunferencias
pequefias de radio r y una grande de
radio s en el interior de wuna
circunferencia.

Calculad el diametro de la circunferencia
exterior.

Jefatura de Nagasaki

Solucién:

Sea la circunferencia exterior de centro Oiradio_O_K =R
Sea la circunferencia de centro P y radio PK = PM = s
Sea la circunferencia pequefia de centro Q y radio QT =r

0Q=R-r,TM=r

OM =MK — 0K =2s—R

Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo
A

0TQ:
(R—=1)2>=7r%2+(r+2s—R)?
Simplificando:

2 4+ 45> 4+4rs—4Rs=0
Resolviendo la ecuacion:

R (r + 25)?

4s
El diametro de la circunferencia exterior es:
(r + 25)?

d=2R =
2s




Construccion con GeoGebra

1. Lo primero sera definir dos deslizadores para los radios r y s. Ambos de nimero y
con incremento 0,001. El radio de las pequefias, r entre 1y 9 y el de la grande s entre
1.5y 10.

2. Dibujamos la circunferencia grande con centro en el origen y radio s.

3. Hallamos el punto de intersecciéon de la circunferencia con el eje de ordenadas.
Después la recta tangente a la circunferencia en ese punto.

4. Introducimos el punto de coordenadas (r, r+s) que sera el centro de la
circunferencia pequefia de la derecha. Después la circunferencia centrada en ese
punto con radio r. Por simetria respecto al eje de ordenadas, la otra circunferencia
pequeiia.

5. Dibujamos larecta que pasa por los centros de la circunferencia grande y la pequefia
de la derecha. Después el punto de interseccién de esta recta con la circunferencia
pequeiia.

6. Por simetria, lo mismo para la circunferencia de la izquierda.

7. Dibujamos la circunferencia que pasa por tres puntos: los dos que acabamos de
hallar en las circunferencias pequefias y el tercero el de interseccién de la parte
inferior de la grande con el eje de ordenadas.

Solucion:
1 6 Sea O el centro de la circunferencia exterior
de radio R = OT.
Sea L el centro de la circunferencia de
radior =LK =LM =r
Los triangulos rectangulos OIA(L, OI\A/IL son
iguales.
Sea £KLO = «
OL=R-r1
r
cosq = p—
20PQ =2«
OP=r,PQ=2r,00=R-r
2 3 Aplicando el teorema del coseno al tridngulo

A
rectangulo OPQ

En una circunferencia se han (R—7)2=72+4r2 —2-2r% - cos 2a
inscrito  diez  circunferencias (R—7)?>=712+4r2—-2-2r%-(2-cos’a —1)

iguales. Determinad la proporcion

(R—7)2=7r2+4r2—-2.2r2

- ~ rz
entre el radio de una pequefay el . (2 R~ 1)
- . . - r
radio de la circunferencia Simplificando:
exterior. R3 —4rR? —3r2R+14r3 =0

Jefatura Shisouka



Resolviendo la ecuacion:
R
—=2V2+1~ 382

r

No es el empaquetamiento ptimo. El empaquetamiento 6ptimo es:

R
7:2\/§+1z3.81

Construccion con GeoGebra
Lo primero para poder dibujar es asignar un valor al radio R de la grande. Vamos a elegir

R=10.

Los pasos a seguir serian:

1.
2.

Dibujamos la circunferencia centrada en el origen A(0,0) de radio 10.
Introducimos un deslizador para el radio de las circunferencias pequeiias. Seria de
numero, valor minimo 1 y maximo 5 e incremento de 0,001. Lo llamamos r.

Los centros de dos de las circunferencias pequefias del centro estaran en los puntos
B(0,r) y C(0,—r). Dibujamos las circunferencias con centro en el punto
correspondiente y radio r.

El centro de las demas circunferencias se encuentra a una distancia r de la
circunferencia grande. Si dibujamos la circunferencia centrada en el origen y con
radio 10 — 7, todos los centros estaran sobre ella.

Trazamos la recta que pasa por el centro de la circunferencia pequeiia con centro en
(0,7) y es paralela al eje de abscisas. Hay dos circunferencias con centro sobre esta
recta. Con interseccion con la circunferencia de los centros y esta recta, obtenemos
las coordenadas de los puntos centrales. Los radios siguen siendo r.

Por simetria respecto al eje de abscisas obtenemos dos circunferencias mas.

Los centros de las que faltan son equidistantes respecto a los centros de las que son
tangentes, es decir, estan en la mediatriz del segmento que une los centros. Con la
interseccion con la circunferencia de los centros, obtenemos las coordenadas. Los
radios miden r como los demas. Por simetrias obtenemos las que faltan.

Movemos el deslizador hasta que las circunferencias sean tangentes.
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La figura tiene seis circunferencias
tangentes tres a tres. Hay cuatro grandes
iguales y dos pequefias iguales. Las dos
pequefias y una de grande son tangentes a
una recta. Calculad la proporcién entre los
radios de los dos tipos de circunferencias.
Jefatura de Nagano.

Solucién:

Sean K, L, M los centros de las tres circunferencias iguales de radio KT =KB =R
Sea P el centro de la circunferencia pequefia de radio PA =r

A
El triAngulo KLM es equilatero.
MT = RV3
Sea C la proyeccion de M sobre la recta inferior.
Sea D la proyeccién de P sobre la recta KL.

Sea E la proyeccion de P sobre la recta MC. L
PK=R+71rDK=R-r
Aplicando el teorema de Pitagoras al N

A
triangulo rectangulo PDK: -
PD =,/ (R+7)2—(R—-1)2=2JRr
PE = MT — PD = RV3 — 2VRr K
D TE _ 7B DA Et—E D
MP=R+r,ME=TB—PA=2R—r
Aplicando el teorema de Pitagoras al

c A B

triangulo rectangulo MJADE:

(R+1)? = 2R —1)? + (RV3 — 2VRr)’
Simplificando:

43VRr = 6R — 2r

Elevando al cuadrado:

r2 —18Rr+9R* =0

Resolviendo la ecuacion:

r
—=9—-6V2
R V2



Construccién con GeoGebra

Lo primero para poder dibujar una de las circunferencias grandes es asignar un valor al
radio R. Vamos a elegir R = 10.

Los pasos a seguir serian:

1.

2.
3.
4

Dibujamos la circunferencia grande inferior, con centro en A(0,0) y radio 10.
Hallamos el punto de interseccion de la circunferencia con el eje de ordenadas.

Por simetria dibujamos la circunferencia grande que tiene encima.

Los centros de tres circunferencias iguales y tangentes se encuentran en los vértices
de un tridngulo equilatero. Necesitamos el centro de la circunferencia superior.
Dibujamos el tridngulo equilatero con base el segmento determinado por los dos
centros. Con centro en el vértice y radio 10 dibujamos una de las otras
circunferencias grandes. La otra, con el mismo procedimiento o por simetria.
Dibujamos la recta tangente inferior a la primera circunferencia. En ella también
estan apoyadas las dos circunferencias pequeiias.

El centro de las circunferencias pequefias esta sobre la mediatriz del segmento que
une los centros de la circunferencia inferior y una de las laterales.

Marcamos un punto sobre la horizontal, y por él, la perpendicular. El punto de corte
de ambas rectas, perpendicular y mediatriz, serd el centro de la circunferencia
pequeia.

Con el punto sobre la horizontal y el centro dibujamos una de las circunferencias
pequefias. Movemos el punto sobre la horizontal hasta que la circunferencia sea
tangente a las dos circunferencias grandes y a la recta horizontal. La otra por
simetria.

10. Tenemos el centro y un punto de la circunferencia pequefia, podemos medir el radio.
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En una circunferencia de radio R se han
dibujado dos triangulos equildteros iguales
con los lados paralelos. En la interseccién de
los dos triangulos y en el exterior de los dos
triangulos se han dibujado tres
circunferencias de igual radio.

Calculad el radio de las tres circunferencias.
Jefatura de Ishikawa

Solucién:

Sea la circunferencia de centro 0 y radio 0A = R

Sea la circunferencia de centro 0 y radio OK = r

Sea la circunferencia de centro P y radio PL = PA=r
Sea B el punto interseccion de los dos triangulos
equilateros.

Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo

A
rectangulo OKB:

23
OB:PB:T\/_r

OA=2-0B+r=R

243
<— + 1>r =R
3
Resolviendo la ecuacion:
43 -3
r=—

13




Construccion con GeoGebra

Lo primero para poder dibujar la circunferencia grande es asignar un valor al radio R.
Vamos a elegir R = 10.

Los pasos a seguir serian:

1.
2.

Dibujamos la circunferencia grande con centro en A(0,0) y radio 10.

Insertamos un deslizador de numero, entre 0 y 10 con incremento 0.001. Lo
llamaremos a.

Definimos el punto (a, 0), y por él, 1a perpendicular al eje de abscisas. Los puntos de
corte de esta recta con la circunferencia seran los vértices de un lado del triangulo
equilatero de la derecha. Lo dibujamos.

El otro lo conseguimos por simetria respecto al eje de ordenadas.

Movemos el deslizador hasta que los dos tridngulos estén en una posicién parecida
a la del dibujo.

Empezamos por dibujar la circunferencia central. Su centro esta en el (0,0). Si
dibujamos la recta tangente a uno de los lados del rombo que la debe contener que
pase por el (0,0), obtendremos un punto de la circunferencia. Ya podemos dibujarla.
Si trazamos la perpendicular al eje de abscisas que pase por el punto de tangencia
de la circunferencia que ya tenemos con el rombo, tendremos los puntos de
tangencia de las otras dos circunferencias con los lados del triangulo en uno de los
dos lados del eje de ordenadas. Por simetria, podemos obtener los del otro lado.
Ahora tenemos tres puntos de cada una de las dos circunferencias: los dos que
acabamos de obtener donde es tangente a los tridngulos, y el punto en que coincide
con la circunferencia grande. En la de arriba seria el (0,10). Podemos dibujarlas.
Sélo falta mover el deslizador para que los radios de las tres circunferencias
coincidan.

2 1 Solucién:

Dada una recta y dos arcos iguales

Sea el arco de centro 0 y radio OP = OT =r
Como los dos arcos son tangentes e iguales,
es un cuadrante.

de radio r tangentes entre ellos y Sea el cuadrado ABCD de lado 4B = ¢
tangentes a la recta, se han dibujado Sea el cuadrado AEFG de lado 4G = d
tres cuadrados. Sea K la proyeccién de D sobre OP

: — S 1
Calculad |la medida de los lados de OR=r—cKD=1r—=c

los cuadrados.

Jefatura Fukushima

28

Aplicando el teorema de Pitagoras al

A
triangulo rectangulo OKD:
2

1
r2=(r+c)? +<r+§c)
Simplificando:
5¢c2 —12rc+4r2 =0
Resolviendo la ecuacion:

c 2
r 5
/
sl Sea L la proyeccion de F sobre OP
B _ _ 1 4
0L=r—d,KD=r—d—Ec=§r—d

Aplicando el teorema de Pitagoras al

A
triangulo rectangulo OLF:



4 2
r2=(r+d)2+(§r—d> T
Simplificando:
25d? — 45rd + 8r? = 0
Resolviendo la ecuacion:
d 1 D

—_=_ K
r 5 C

Construccién con GeoGebra

Lo primero para poder dibujar una de las circunferencias es asignar un valor al radio R.
Vamos a elegir R = 10.

Los pasos a seguir serian:

1. Dibujamos la circunferencia de la izquierda, con centro en A(0,10) y radio 10. La de
la derecha tendra centro en B(20,10) y el mismo radio.

2. Marcamos dos puntos sobre la circunferencia de la izquierda. Seran los vértices de
dos de los cuadrados.

3. En cada punto trazamos la recta perpendicular al eje de abscisas. Hallamos los
puntos de interseccion de las verticales con el eje. Con ellos tendremos el lado
vertical izquierdo de cada uno de los cuadrados.

4. Ahora basta con mover los dos puntos que hemos colocado sobre la circunferencia
hasta que los cuadrados estén en la posiciéon buscada. El cuadrado pequeiio de la
derecha que nos falta, lo podemos sacar por simetria.



24 25

En un triangulo rectangulo se han
inscrito seis circunferencias iguales y
tangentes entre si de radio .

Calculad la proporcion de los catetos.
Calculad la medida de los catetos.
Jefatura de Fukushima

o
COO0

Solucién:

A
Sea el tridngulo rectangulo exterior ABC,A = 90°
Sean las circunferencias de centros K, L, M i
radio K] = LT =r.

A A
Los triangulos rectangulos ABC, KLM son
semejantes. C
KL = 61, KM = 4r
Aplicando el teorema de Tales:
b KM 4r 2
c KL 6r 3 _ M
Por el punto de tangencia T trazamos una
perpendicular al lado AB que corta a los
A

lados del triangulo ABC en los puntos
P,Q. Q

. A A .
Los triangulos ABC, PBQ son semejantes.
Sea PQ = 2k,PB = 3k T
Aplicando el teorema de Pitagoras al K L

A
triangulo rectangulo PBQ:
A J P

BQ = k13

A
La circunferencia de centro L esta inscrita al triangulo rectangulo PBQ.
El radio de la circunferencia inscrita al triangulo rectangulo es:

PQ+PB—-BQ 2k+3k—kV13

r =

2 2
2r = (5-V13)k
Resolviendo la ecuacion:
5++13
k=——7—r
6 A
Los catetos del triAngulo ABC son:
_ 17 +V13 __ 17 + V13
AB =6r+3k=—\/_r,AC=4r+2k =—\/_r

2 3



Construccion con GeoGebra

Lo primero para poder dibujar una de las circunferencias es asignar un valor al radio R.
Vamos a elegir R = 1.

Los pasos a seguir serian:

1.
2.

Dibujamos la circunferencia inferior izquierda, con centro en A(0,0) y radio 1.

Para dibujar las demas, definimos dos vectores para trasladarlas: En horizontal el
(2,0) y en vertical el (0,2).

Dibujamos mediante traslaciones las demas circunferencias.

La base y la altura del tridngulo es tangente a las circunferencias, usando recta
tangente a dos de las circunferencias horizontales obtendremos la base, y con dos
de las verticales la altura.

La hipotenusa es tangente a las dos circunferencias de los extremos.

Hay de desechar una de las dos tangentes que hemos obtenido cada vez que hemos
aplicado recta tangente. S6lo nos interesa la exterior en cada caso.

Con interseccion, obtenemos los vértices del tridngulo. Ya podemos dibujarlo.
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Dado wun cuadrado se ha inscrito una
circunferencia de radio r. Otra circunferencia es
tangente exterior a la inscrita y a dos lados del
cuadrado. Una tercera circunferencia es
tangente a un lado y tangente exterior a las dos
circunferencias anteriores Calculad el radio de
las circunferencias.

Jefatura de Saitama

Solucién:

Sea el cuadrado ABCD de centro O.

Sea la circunferencia inscrita al cuadrado de radio OM = ON =r

Sea la circunferencia de centro P y radio PT = s tangente exterior a la circunferencia
inscrita al cuadrado y a los lados del cuadrado.

Por el punto P trazamos una perpendicular al lado AB
que corta al segmento OM en el punto F.
OT=PF=r—5,0P=r+s

Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo

A
rectangulo OFP:
r+s= (r — s)V2.
Resolviendo la ecuacion:

s=(3-2V2)r

Sea la circunferencia de centro Q y radio QK =t
tangente exterior a las otras dos circunferencias y al
lado del cuadrado.

Sea H la proyeccion de Q sobre el segmento ON
Sea G la proyeccién de Q sobre la recta PF

D

>
P




Seaa=HQ,GQ=r—-s—a
OH=7r—-t,0Q0=r+t

Aplicando el teorema de Pitdgoras al triangulo o)
A

rectangulo OHQ:

a? = 4rt

PG=s—-t,PQ=s+t

Aplicando el teorema de Pitdgoras al triangulo

A
rectangulo OHQ:
4st = (r — s + a)?

4(3—2V2)rt = 4(3 — 2V2)r? + 4rt T
—4(V2 - 1)r2vrt
Simplificando:
2t — (1 +V2)r = 2Vt :
Resolviendo la ecuacion: Q
3-2V2 N K
t= TT‘

Notemos que t = %s

Construccién con GeoGebra

Primero dibujamos un cuadrado de vértices A(0, 0) y B(1, 0) y la circunferencia roja con
centro C(0.5, 0.5) y radio r=0.5

Creamos los deslizadores para determinar el radio de las circunferencias:

R1 con valores comprendidos entre 0 y 0.1

R2 con valores comprendidos entre 0 y 0.05

Dibujamos el segmento BC. El centro de la circunferencia amarilla se encontrara sobre él y
sus coordenadas son C1(1-R1, R1) y radio R1. Debemos ajustar su valor para que sea
tangente a la circunferencia roja.

Para situar el centro de la circunferencia gris no tenemos una restricciéon tan clara.
Situaremos el punto D en el lado AB del cuadrado, las coordenadas del centro seran
C2=B+(0, R2) y su radio R2. Ahora debemos modificar la posicién de el punto D y el valor
del radio para que sea tangente a las otras dos circunferencias.
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En una circunferencia de radio R se han inscrito
dos circunferencias tangentes interiores en el
mismo punto de tangencia.

El radio de la circunferencia pequefia es r.

Un triangulo equilatero es tangente a la
circunferencia pequefia y tiene dos vértices en
la circunferencia mediana y el otro en la
circunferencia exterior.

Calculad el radio de la circunferencia mediana.
Jefatura Nagasaki

Solucion:

Sea la circunferencia grande de centro 0 y radio OT = OC = R
Sea la circunferencia pequefia de centro Q y radio QM = QT =r
Sea la circunferencia mediana de centro P y radio PA = PB = s

A
Sea el triangulo equilatero ABC

MC =2(R—7)

Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo

A
rectangulo BMC:

__ 2V3
C:T'Z(R—T')
1 243
PM =2r—s

Aplicando el teorema de Pitagoras al

A
triangulo rectangulo PMA:

52=(2r—s)2+(¥-(R—r)>

2

Simplificando:
3rs = 4r? — 2Rr + R?
R? — 2Rr + 4r?
s =

3r



Construccién con GeoGebra

Lo primero para poder dibujar una de las circunferencias es asignar un valor al radio de una
de ellas, la pequefia, RP. Vamos a elegir RP = 10.

Los pasos a seguir serian:

1.
2.

Dibujamos la circunferencia pequefia, con centro en A(0,0) y radio 10.

La base del triangulo esta sobre la recta tangente a la circunferencia en el punto
B(0,10). La dibujamos.

Con punto sobre objeto, marcamos el vértice derecho de la base del tridngulo, y por
simetria de éste sobre el eje de ordenadas, el otro vértice.

Dibujamos el tridngulo equilatero con base en estos dos puntos.

La circunferencia mediana, podemos dibujarla sabiendo que pasa por tres puntos:
los dos vértices de la base del tridngulo y el punto inferior de la circunferencia
pequefia, el (0, —10).

Por este punto y el vértice superior del tridngulo pasa un didmetro de la
circunferencia grande. Hallamos el punto medio del segmento y dibujamos la
circunferencia con el centro obtenido y uno de los dos puntos que conocemos, por
ejemplo, el vértice superior del tridngulo.

Moviendo el vértice inferior derecho del tridngulo, el que hemos definido sobre la
recta, modificamos los tamarnios.



