1 Sean a y b naturales. Si
a+bya'+ b’ terminan
en 3, éen qué cifra

termina a’ + b??

MARZO 2023

Para que a+b termine en 3, la suma de las cifras de las unidades de ambos nimeros debe ser 3
o 13 (no puede ser mayor, ya que la suma de dos cifras nunca es mayor que 18). Las opciones
posibles suponiendo que a < b son:

Unidades a | Unidades b | Unidades(a+b) | Unidades a® | Unidades b3 | Unidades(a® + b3)
0 3 3 0 7 7
1 2 3 1 8 9
4 9 3 4 9 3
5 8 3 5 2 7
6 7 3 6 3 9

El Gnico caso en que tanto a + b como a® + b3 acaban en 3 es el que tiene uno de los nimeros

acabado en 4y el otroen9.

La cifra de las unidades de a? + b? serd 6+1=7.

2023 no

3

J Rafael tiene tres hijos que lo llaman por i
telefono regularmente: uno cada tres

N\, dias, otro cada cuatro dias y el ultimo
cada cinco dias. El ultimo dia del 2022 lo
llamaron los tres hijos. ¢Cuantos dias de

recibira ninguna

telefonica de ellos?

llamada

Empezamos por saber cuantos dias lo llama cada uno. Habra dias en que lo llame mas de uno,
incluso alguno lo llamardan los tres. Para calcular el nUmero de dias en que recibira alguna
llamada debemos descontar las duplicidades, es decir, sumamos las cantidades de multiplos de
3,4y 5 en un afio, descontamos losde 12 (3y4 alavez), 153 y5alavez)y20(4y5alavez)y
afiadimos los de 60 (3,4 y 5 a la vez).

Para saber cuantos multiplos de un nimero n hay en los 365 dias de un afio, necesitamos la

365
parte entera de -




Multiplos de total
3 365:3=121,... 121
4 365:4=91,... 91
5 365:5=73 73
12 365:12=30,... 30
15 365:15=24,... 24
20 365:20=13,... 13
60 365:60=6,... 6

Total de dias en que recibe llamadas = 121 +91+ 73 — 30— 24— 13+ 6 = 224

Total de dias en que no recibe llamadas = 365 — 224 = 141

En un triangulo rectangulo de

catetos 5 y 12 cm, inscribimos una
semicircunferencia como en la
figura, icudl es su radio?

El que la semicircunferencia sea tangente a la hipotenusa nos indica que el radio trazado hasta
el punto de tangencia es perpendicular a la hipotenusa. Con este punto D tenemos definido un
triangulo rectangulo de vértices C, D y F. Este tridngulo es semejante al de vértices A, By C, ya
gue ambos tienen en comun el dngulo en Cy son rectangulos.

En el tridngulo pequefio la hipotenusa mide 12 — R, y el cateto pequefio R.

En el grande la hipotenusa 13 (con el teorema de Pitagoras: V122 — 52 = 13)

hipotenusa del grande  hipotenusa del pequeio
cateto del grande ~ cateto del pequefio

13_12-R .. . _60_10
= = = e d = —_—= —
5 R 18 3 ™"




6 Un tridgngulo y un trapecio
tienen la misma area y altura
Si la base del tridngulo mide 18

om, cudnto mide la longitud

de la paralela media del

trapecio?

. . .. B+b
La paralela media del trapecio mide % , donde B es la base mayor y b la menor.

18-a B+b B+b 18
a4 » ——=—=09

Atriéngulo = T = Atrapecio = T 2 2

7 St a, by ¢ son reales no nulos
tales que a + b+ ¢ = 0, hallar los
valores posibles de:

a b C abc
lal

——
[b] || |abc|

L_{ 1sir>0

Para cualquier real r distinto de cero, sélo hay dos opciones para la fraccién =1 sir <0

Como a+b+c=0, al menos uno debe ser negativo.
Side a, by c dos de ellos son negativos, tendriamos que abc seria positivo.

a b c abc

—t—t—F— =
|b] * lc| * |abc|

-1-141+1=0
lal|

Si sélo uno de ellos es negativo, abc seria negativo.

a b c abc
+

— =—14+1+1-1=0
lal "~ |b| "~ lc| * labc|

La suma siempre dard 0.

8 ¢Cuantos triangulos escalenos
hay, de perimetro menor que
13, que tengan la medida de
sus lados numeros entercs?




Si a,b y ¢ son las longitudes de los tres lados del tridangulo deben cumplirse las siguientes
condiciones:

Por serescalenoa # b # ¢ # a.

Por tener perimetro menorque 13 a+ b + ¢ < 13.

a+b>c
Por ser un tridngulo Sa+c¢c > b
b+c>a

Veamos en una tabla las opciones posibles

alb | a+b c a+c b+c cumple
112 (3 No es posible, c debe ser menor que 3
y distintode 1y 2
1|3 |4 2 3 No cumplea+c > b
5 203 304 No cumplea+c¢c > b
5|6 2,3013,40 No cumplea+c¢c > b
4 5
116 |7 No vale porque el perimetro es 14>13
2|3 |5 4 6 7 VALIDO
214 6 5 7 9 VALIDO
2|5 |7 6 8 11 No vale porque el perimetro es
2+5+6=13
4 |7 5 8 9 VALIDO
314 |7 6 No vale porque el perimetro es
3+4+6=13

Hay tres tridngulos que cumplen las condiciones pedidas.

9 {Cuantos trapecios existen
que cumplan que su Area sea
1400 em?, su altura 50 em y
sus bases multiplos de 87

.

. . . B+b
En un trapecio calculamos el area con la férmula A = — ' a donde B y b son las bases mayor

y menory a la altura.

Con los datos que tenemos 1400 = BTHJ- 50 » B+b=56=7-8



Las opciones posibles con la condicién de que ambas bases sean multiplos de 8 son:

Opcidn b B
1 8-1=8 8:6=48
2 8:2=16 8:5=40
3 8:3=24 8:4=32

Hay tres trapecios que lo cumplen.

11

En la figura adjunta DB = DC = 2 cm,
Z£BDC = 60°, la longitud de los arcos
BA y CA son la sexta parte de la
longitud de una circunferencia de
A radio 2 cm. Hallar el drea de la zona
coloreada.

10 -

Si observamos el dibujo completo, es evidente que el area de la zona coloreada se puede calcular
restando al drea de un tridngulo equilatero de lado 4 cm el area de los dos sectores circulares,
es decir, la tercera parte del drea de un circulo de radio 2 cm.

Para el drea del tridngulo necesitamos la altura. Si la trazamos obtenemos un triangulo
rectangulo de base 2 cm e hipotenusa 4 cm. Basta usar el teorema de Pitdgoras para saber la
longitud:

a=+42-22=12=2V3

1 4-24/3 1 2m
Aroja = Atriangulo - gAcirculo = T - ETE 22 = 4\/§ — ? = 2,7394 cm?

13 14 T day-1

En cada caja de la figura estd
escrito un numero de forma que 26 8

cada uno de los tres centrales es la
Ji
L ) 4

media aritmética de los dos que
X |26y |z |8

tiene a su lado. Hallar los numeros
escritos en cada caja.

X+
26 = zy
26 + 42 _
y+8 2z—y=38 2 3z = 42 x
ZZT

3226|2014 |8




1 5 ¢Cual es el mayor natural
n tal que 5" es divisor de

981 + 991 + 10017

(X

».

\d‘i

98! + 99! + 100! = 98! - (1 + 99 + 100 - 99) = 98! - 10 000 = 98! - 2* - 5*

gé

Falta ver cuantos cincos hay en la factorizacién de 98!:

Menores que 98 hay 19 nimeros que son multiplos de 5 (desde 5=5-1 hasta 95=5-19), pero entre
estos numeros hay tres que son multiplos de 25 (25, 50 y 75), que en su factorizacidn tienen
dos cincos.

Por lo tanto, en la factorizacidon de 98! aparece el cinco 19+3=22 veces.
Si los unimos a los cuatro cincos de 98! - 24 - 5% el total seria 22+4=26.

El valor de n que buscamos sera 26. Si fuera mayor, 98! + 99! 4+ 100! no seria divisible por 5™.

:l 6 La mediana de una lista de cinco
naturales es 1 mas que la moda y
1 menos que 3 media, (Cudl a5 la

mayor diferencia posible entre
dos mimeros de la lista?

e

Llamamos a los cinco naturales, ordenados de menor a mayor, a, b, ¢, d, e.
La mediana serdm, = ¢

Sabemosquem, =m,+1=x-1

De m, = m, + 1, deducimos que la moda serd m, = a = b.
Demy+1=x—-1 > X=my+2=a+2

_a+b+c+d+e a+a+(a+l)+d+e
X = 5 = 5 =a+2 -

3a+1+d+e=5a+10 -» d+e=2a+9




Para obtener 2a + 9 tenemos varias opciones teniendo en cuenta que d debe ser mayor que
a + 1, ya que no es bimodal.

d+e=(@+4)+(a+5)
d+e=(@a+3)+(a+6)
d+e=@+2)+(a+7)

La ultima opcidn es la que nos da la mayor diferencia entre e y a (el mayor y el menor de la lista):
e—a=a+7—a=7

1 Tenemos varios naturales, El
producte da los dos mds

peguenios s 16y ¢l de los dos
imas .gmndes X5 jPuedes
hallarkos?

Llamamos n4 y n, a los dos mas pequefios y ng_; y nr a los dos mas grandes.
Se cumplen; - n, = 16 = 2*
Ng_1° N = 225 = 32 . 52

Para n; y n, tendriamos las opciones:

1y 16 2y8

Parang_1 yng

|1y225|3y75 |[5y45 [9y25 |

Pero sabemos que n; < n, < np_; < ng, lo que nos permite eliminar varias opciones:

[Ty225 [3y75_|5y45 [9y25 |

Porque el 1yel 3 (ng_,) serian menores que n, (puede ser 8 o 16).

[ Tys6 |2y8 |

Porque 16 seria mayor que np_; en las dos opciones que nos quedan (podria ser 5 0 9).

(5255 [Ty (595 |8y |

Porque n,=8 seria mayor que ngp_; = 5

De donde tenemos queny =2 < ny =8 < np_; = 9 < ng = 25 es la Unica opcidn posible.



18 Aplicando el Teorema de Pitagoras al triangulo BCD

En el rectangulo de la figura, BC?2+(CD%2=32=9
las rectas r y s que pasan por
los vértices A y C son Los triangulos BCD y CDP son semejantes por ser rectangulos y
perpendiculares a la diagonal t . | in. Ent t

8D y dividen a BD en tres ener un angulo comun. entonces tenemaos

segmentos de longitud 1 cada

- bF D -
uno. Hallar el area del O ) _ ) L 5 B
rectangulo ABCD D7D - BD-DP=CD? -» 3-1=CD? -»CD=+3

25 BC?+3=9 —» BC’=6 — BC=+6

A % D Eléreaes A =BC-CD =63 =V18 = 3v2 = 4.243 2

27

Se tiene un triangulo AABC,
Cada lado se ha dividido en
cinco partes iguales
{utilizando el procedimiento
de Tales). Hallar Ia
proporcion entre el area de
AABC y la del hexagono
PQRSTU

La razén de proporcionalidad entre los tridngulos amarillos y el magenta es 1/5 asi que la razén
entre sus dreas es de 1/25. El drea del hexagono es la del tridngulo magenta menos la de los tres

tridngulos Anexsgono=22/25 Arisngulo. POr lo tanto la razéon entre las areas del hexdgono vy el
tridngulo es 22/25



Z I Generamos un numero de

sels cifras N, repitiendo dos
veces un numero de tres

cifras. ¢Es N maltiplo de 1437

El nimero tendra la estructura ABCABC. Para saber si es multiplo de 143, teniendo en cuenta
que si factorizamos 143=11-13, basta comprobar que el nimero es multiplo tanto de 11 como
de 13.

ABCABC=ABC-1000+ABC=ABC-1001=ABC-7-11-:13=ABC-7-143

Por lo que si es multiplo de 143.

menores que 100, se
verifica que n® es un|
cuadrado perfecto?

22 ¢Para cuantos naturales n, i

Siempre que n sea un niimero par, n™ sera un cuadrado perfecto:
n=2p - n"= n? = (nP)?

Con esto, como hay 49 numeros menores que 100 que sean pares, ya tenemos 49 nimeros que
cumplen la condicién pedida.

Entre los valores impares de n, también se cumplira si n es un cuadrado perfecto:
n=gq* - n"=(@)H" = (@"?
En este grupo tenemos los nimeros siguientes: 1, 9, 25, 49y 81.

En total tendremos 49+5=54 nimeros menores que 100 que cumplen que n™ es un cuadrado
perfecto.
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Consideremos 2023 puntos algunos de
color azul y los demas verdes, Asignamos
a cada punto una fraccién cuyo
numerador es el numero de puntos del
otro color y el denominador es el numero
de puntos de su color (incluido &l), ¢Cual
es la suma de las 2023 fracciones?

Llamamos x al nimero de puntos azules.



2023 — x serd la cantidad de puntos verdes.

2023—x

La fraccidn asignada a los puntos azules sera

La fraccidn asignada a los puntos verdes 5025

La suma pedida
S=cantidad puntos azules-fraccidn punto azul+ cantidad puntos verdes-fraccidn punto verde=

2023 —x

+ (2023 — x) =2023 — x + x = 2023

=X

x
2023 — x
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Dani, algunas tardes, ayuda a repartir
mercancias junto a su padre. Una tarde
tienen previsto recorrer 210 km, Al final
resulta que han alkanzado una velocidad
media 5 km/h mas de la que habian previsto
y han llegado una hora antes de lo esperado.
{Qué velocidad media han alcanzado?

Sean v la velocidad media prevista y t el tiempo estimado tenemos que:

210
v-t=210 - v=—

En realidad la situacién fue (v+5)-(t—1) =210 - v-t—v+5t—5=210

210
- —v+5t—-5=0 - —T+5t—5=0 - —210+5t2—-5t=0

5465
,_5%y/5?-4-5-(-210) 5+V25+4200 5+V4225_5+65 | T1p ’
- 2-5 - 10 - 10~ 10 " )5-65_
10
210 30
v= - =
La velocidad media alcanzada es de 35 km/h y el tiempo empleado 6 h.
30 ’
LT
E
H D c
En la figura: AB = AL
ZBAD = 30° AE = AD. B c
Hallar x

Tridngulo ABC (amarillo)



{A+AB+C=180°—>a=180°—1§—é—30° & @ =150°—B — ¢ = 150° — 2¢
A=30°+a

Triangulo ADE (rojo)
a+2B=180° - a=180°-2p

150°—2C =180°—28 — 28—-2C=30° - B—C=15°
Triangulo DCE

x+6+C=180°y f+6§=180° - x+6+C=+6 -x=—-C=15°

31 ¢Cudl es la probabiided de

obtener un nimero gue ses impar
y con todos sus digitos d ferentes,
si edogimos 3l azar un numero

entre 1000 y 99997

El nimero tendra cuatro cifras:

ojclelA]

A debe ser una cifraimpar (1, 3,5, 7, 9)

D no puede ser 0, porque tendriamos un nimero menor que 1000. Tampoco puede coincidir
con una de las otras cifras.

Para Cy D la Unica condicion sera que sean distintas de las demas.

Calculamos cudntos nimeros podemos formar sin tener en cuenta la condicion de que D no
puede ser 0. Después, de todos los obtenidos, eliminaremos los que empiecen por 0.

Para A tenemos 5 opciones.

Para B sirve cualquier cifra menos la usada en A: 9 opciones.
Para C, si eliminamos las usadas en Ay B, quedan 8 opciones.
De la misma forma, para D tendriamos 7 opciones.

En total, tendriamos 5:9-8:7=2520 opciones.

Pero aqui hemos incluido nimeros que empiezan por cero. Para descontarlos, tenemos en
cuenta que en la posicion D hay 10 cifras posibles, por lo que la décima parte empezara por 0,
es decir, de los 2520 obtenidos 252 empiezan por cero. Los descontamos y tenemos que con las
condiciones del problema (todas las cifras distintas, nimero de cuatro cifras, impar) hay un total
de 2520-252=2268 numeros.

Teniendo en cuenta que entre 1000 y 9999 hay 9000 numeros, la probabilidad pedida sera:

p casos favorables 2268 63
~ casos posibles 9000 250

= 0,252



