JUNY 2023

Siga ABCDEFG un heptagon
regular de costat 1. Demostreu
que es compleix la relacié:

Metode 1

El quadrilater ACDE esta inscrit a la circumferencia circumscrita a I'heptagon, per la qual cosa el
teorema de Ptolemeu ens assegura que

AC-DE + CD-AE = AD - CE
Donatque CD = DE =1 i AE = AD i CE = AC, aquesta igualtat es tradueix en
AC + AD = AD - AC

d’on es dedueix facilment la férmula de I’enunciat.

Teorema de Ptolemeu

Si un quadrilater esta inscrit en una circumferencia, la suma dels productes dels parells de costats
oposats és igual al producte de les diagonals.

Meétode 2
Els angles interiors d’un heptagon regular mesuren 128,57°

Com els costats de I’heptagon mesuren 1, aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC podem
obtenir la longitud del costat AC:

AC*=1%+12-2-1-1-cos128,57 - AC = 1,8019
En aqueix triangle podem calcular I'angle en el vertex C usant el teorema del sinus:

1 18019
sinC  sin 128,57

- sinC = 0,4339 - C = 25,7154

Si ara considerem el triangle ACD, I'angle a C sera: C= 128,57 — 25,7154 = 102,8546°

Com coneixem les longituds AC i CD, apliquem el teorema del cosinus novament per calcular la
longitud d'AD:

AD? =1,8019% + 12 —2-1,8019-1-cos 102,8546 — AD = 2,2469



Comprovem ara la relacio:

L1 1
AC " AD ~ 1,8019 ' 2,2469

=1,000027

L’error es deu a la pérdua dels decimals.
Meétode 3

Encara que no siga una demostracié com a tal, és facil comprovar amb GeoGebra que la relacié
és correcta.

2 S'escriuen en la pissarra 5 enters positius
(no necessariament diferents) i es
calculen totes les possibles sumes de
parelles d'aquests numeros. Els unics
resultats obtinguts sén 31, 38 i 45
(alguns d'ells, diverses vegades). Quins
sén aquests 5 niumeros?

Ordenem els cinc nombres de menor a major:
x1£xZSx3Sx4Sx5

Es clar que x; + x, = 31 (la suma menor) i x, + x5 = 45 (la suma major) sén nombres
imparells, per la qual cosa necessariament x; # x, i x4 # X5.Six; < x3,aleshores x; + x, <
X1 +x3 < x5 + x3 < x3 + X5 serien quatre sumes distintes, perd com sols hi ha tres resultats
possibles, ha de ser x, = x3. De la mateixa manera es prova que x3 = x, i el sistema de cinc
equacions:

X1 +x, =31, x5 +x3 =38, x5 +x5=45, x5 =%x3 =X
té solucié unica:
(%1, %5, X3, X4, %5) = (12,19,19,19,26)

Aguests nombres compleixen la condicié inicial i sdn els Unics.



3 Siga S un conjunt de n elements. Siga
pa(k) el nombre de permutacions dels
elements de S que deixen exactament k

elements fixos. Demostreu:
n

> kpy(0) =n!
k=0
\/
o= ’é > IMO, 1987,
'im"’, PROBLEM 1

La suma en qlestié simplement compta el nombre total de punts fixos a totes les permutacions
del conjunt. Pero per a qualsevol element k del conjunt, hi ha (n-1)! permutacions que tenen k
com a punt fix. Per tant:

iﬂ.' . ;!,,H‘] = nl

k=0

Una altra solucid:

Per a qualsevol k, si hi ha p,, (k) permutacions que tenen k punts fixos, sabem que cada punt
fix es compta una vegada en el producte k - p,(k)

Per tant, la suma donada és simplement el nombre de punts fixos entre totes les permutacions
de {1, .....,n}. Pero si prenem qualsevol x tal que 1 < x < n i x siga un punto fix, hi ha (n-1)!
formes d’ordenar els altres nombres del conjunt. Per tant, la suma desitjada es converteix en
n-(n—1)! =nl!, ijahem acabat.

5 Sia, Byy €Rson els angles d'un
triangle no rectangle, demostreu
que:
tan(a) + tan(p) + tan(y) =

tan(a) - tan(p) - tan(y)

Si a, B iy son els tres angles d’un triangle, es compleix la igualtat « + f + y = 180, amb la
qual cosa y =180 — (a + B)i, per tant:

tg(y) = tg(180 — (a + B)) = —tg(a + B)
Utilitzarem la férmula:

tga+tgp
—tga-tgp

tgla+ p) =7



Aixi desenvolupem un costat de la igualtat:

tga+tg,8+tgy=tga+tgﬁ+tg(180—(a+ ﬁ))ztga+tgﬁ—tg(a+ B)=

tgattgp  _ (tg a+tg B)-(1-tg a-tg p)—(tg a+tg B) _
1-tga-tgp 1-tga-tgp

=tga+tgpf —

=(tg a+tg )-tg a-tg f-(tg a+tg B)—(tg a+tg p) _"tga-tg p-(tg a+tg B) _
1-tga-tgpB 1-tga-tg B

—(tga+tgpB)
1—tga-tgpf

=tga - tgp =tga-tgB-(—tgla+ B))=tga -tgB-tgy

Per tant: tga+tgB+tgy=tga -tgph-tgy

6 Quants divisors
imparells té 20!?

s

LA

Calculem el nombre de divisors del nombre 20!
Descomponem el nombre en factors primers:
20! =218.38.54.72.11.13-17-19

La quantitat de divisors seria el producte dels exponents de la descomposicié factorial
incrementats en una unitat, ésa dir: 19-9-5-3-16 = 41 040

Pero com volem saber quants son imparells, eliminem els divisors parells i calculem els divisors
del nombre:

38.5%.72.11-13-17-19

Per tant la quatitat de divisors imparellssera: 9-5-3-16 = 2 160



Trobeu tots els polinomis P(x) i Q(x)
amb coeficients reals que compleixen:

PlQIx)) = (x—1)-{x—2)-(x—3)-(x—4)

l‘\'
;

Observem que el grau de P(Q(x)) és el producte dels graus de P(x) i Q(x). Si anomenem R(x) =
(x—1)(x—2)(x —3)(x — 4), com el grau de R(x) és 4, tenim diverses possibilitats:

e SiP(x) té grau 1, aleshores P(x) = ax + b per acerts a,b € Ramb a # 0 i, per tant,
Q(x) = (R(x) ~b)

e Si P(x) té grau 4, aleshores Q(x) té grau 1, és a dir, Q(x) = ax + b per a certs a,b €
Ramba # 01, pertant, P(x) = R Gx — b)

e Si P(x) i Q(x) tenen ambdds grau 2 i escrivim, Q(x) té grau 1, P(x) =

a(x —a;)(x — a,) peracertsvaloresdea € Ri a;, a,eC, aleshores tenim que

PQ(x) = a(Q(x) — a1)(Q(x) — az) = (x = D(x = 2)(x = 3)(x — 4.

Substituint x=1, 2, 3, 4 obtenim que els nombres Q(1), Q(2), Q(3), Q(4) sénigualsa a;0 a,. Com
Q té grau 2, no pot prendre més de dues vegades el mateix valor, aleshores dos dels nombres
Q(1), Q(2), Q(3), Q(4) seranigualsa a, idos a a,. Perque passe a¢o, la parabola donada per Q(x)

2
. . 5, . 5
ha de tindre el vertex en x = 5 ésa dir, Q(x)=»b (x _E) + c per a certs valors de b,c €

Ramb b # 0.1, a més,
9 . 1

a;=Q)=Q#) =.b+ci a=Q2)=QB)=,b+c
[ ¢ ici i i i i ’ 1
Finalment, perque el coeficient principal de P(Q(x)) sigaigual a 1, hem d’agafara = et amb
la qual cosa queda:

P()_l( b )( b ) ()—b< 5)2+

x—bzx4 cx4 c,Qx_xZ c

per a qualsevols b,c € Ramb b # 0



8 En cada casella d'un tauler mxn es troba

un nombre real. Es permet canviar tots
els nimeros d'una fila o columna tantes
vegades com vulguem. Demostreu que
pot aconseguir-se que les sumes dels
elements de cada fila i cada columna
siguen no negatives per a qualsevol
configuracid inicial

N
g ALL SOVIET UNION
@ COMPETITION 1961.P 7

Siga S la suma total dels elements de la taula. Cada vegada que ens trobem una fila o columna
amb suma negativa la canviem de signe. Cadascuna d'aquestes operacions incrementa el valor
de Si, com que hi ha un nombre limitat de combinacions de signes (és menor o igual que 2™",
el nombre d'eleccions de signe * en els mn elements de la taula), aquest procés no pot continuar
indefinidament, és a dir, arribem a un punt on totes les files i columnes tenen suma positiva.

9 Siga a,;, a, ... una PA no constant de
nombres reals: Suposem que
existeixen enters primers entre sip, q >
1 per a els que a;% ap® i @qer® SON
també elements de la mateixa
successio. Demostreu que tots els
termes de la successio son enters

Indian National
Mathematical Olympiad,
2016, problem 6

Escrivim els termes de la successié com a,, = a, +(n-1)d pera cert d € R no nul (la successio
no és constant). Provarem que a; i d sén enters, la qual cosa ens donara el resultat que busquem.
Per a aixo, si

asq = (a; + pd)? = af + 2pa,d + p?d?
aziq = (a; + qd)? = af + 2qa,d + q*d?

s6n elements de la successi6 i aZ també ho és, aleshores aj,; —af =rd i aj,, —ai =sd
per a certs entersris. Desenvolupant aquestes diferencies de quadrats arribem a les equacions:

{Zpal +p?d=r
2qa; +q?d =s

Podem resoldre facilment aquest sistema d'equacions lineals amb incognites a; i d, obtenint que

_ p*s—q*r _ qr-ps

U= 2pat-a) ~ pap-9)

Es important observar que el sistema és compatible determinat ja que els denominadors no
s'anul-len per ser p i q primers entre si (i en particular, diferents). Aix0 prova que a; i d sén



. . . . . X . VA
racionals, aleshores podem escriure com a fraccions irreductibles a; = 5 id= — Provarem que

y#+1 i w#t1 i haurem acabat.

Com a? és un element de la successio, existira m € N tal que a? = a; + md , aleshores x?w =
xyw + my?dz. D’aci deduim que y divideix a x?w i, per tant, també divideix a w (ja que x iy no
tenen factors comuns). Per una altra banda, de 'equacié 2pa; + p%d = r deduim que 2pxw +
p%yz = ryw, aleshores w divideix a p?y (ja que w no té factors comuns amb z).

Analogament, I'equacié 2qa; + qd = s ens diu que w divideix g2y. Per tant, w divideix a y ja
que, en cas contrari, w, p? i g? tindrien algun factor comu, contradient la hipotesi que p i g sén
primers entre si.

Hem demostrat que y i w es divideixen mituament, cosa que assegura que w=zy. Aleshores, la
igualtat x?w = xXyw + myzdz que ha aparegut anteriorment es reescriu com a +x? =
(£x + mdz)y . Com que x e y no tenen factors comuns, ha de ser y=t1 i, per tant, w=t1, com
voliem provar.

10 Siguen x, y i z reals distints i
distints d'1 i a més:

yz—x? xz-—y?
Jix iy
demostreu que les dues
fracciones sénigualsax+y+z

Olimpiada
Iberoamericana,
1985, problema 4

Restant x + y + z d’ambdues expressions, obtenim la igualtat

yz—xz_(x+ +Z):yz—x2—(1—x)(x+y+z)=yz+xz+xy—x—y—z
1- Y 1—x 1—x
xz—yz_(x+ +Z)=xz—y2—(1—y)(x+y+z)=yz+xz+xy—x—y—z
1-y Y 1-y 1-y

Com aquestes fraccions han de ser iguals pero els denominadors sén diferents (i diferents de
zero), el numerador comu ha de ser zero, aleshores les fraccions inicials erenigualsax + y + z,
com voliem provar.



12 Considerem un poligon
convex d'area A i perimetre

P. Demostrar que existeix

un cercle de radi A/P

l,\-‘ contingut a linterior del
poligon

ALL SOVIET UNION COMPETITION 1966, P 7

En cada costat del poligon dibuixem un rectangle amb base aquest costat i altura A/P cap a
. . , . . A .
I'interior del poligon. La suma de les arees de tots els rectangles sera iguala P - (;) = A, pero

I'area total que cobreixen és menor que A atés que els rectangles se superposen els uns amb els
altres prop dels vertexs del poligon. En altres paraules, els rectangles no cobreixen tot el poligon,
per tant hi haura un punt p de l'interior del poligon no cobert per cap rectangle. La distancia de
p a qualsevol dels costats és més gran que A/P per no pertanyer a cap rectangle i, per tant, el
cercle de radi A/P centrat en p esta contingut en I'interior del poligon.

1 3 Siga neN. Demostreu que la

suma de totes les fraccions

1/(pq) on p i q sén primers
relatius tals que 1<p<q<n i
p+q>nés1/2

. . . 1

Anomenarem S(n) a la suma de fraccions que ens diu I'enunciat i veurem que S(n) = 5 per

induccio sobre n. En el cas inicial n=2, I'Ginica fraccid que compleix aquests requisits és 5 bera
. 1 1 .

p=1 i g=2, aleshores S(2) = 7 Suposem que S(n) = S per a cert n 2 2 i provem que

S(n+1) =% . Observem que les sumes S(n)i S(n+ 1) contenen els mateixos sumands

excepte els seglents:
Els sumands que apareixena S(n) inoa S(n+ 1) sonaquellsenquép+qg=n+1
Els sumands que apareixena S(n + 1) inoaS(n) sénaquellsenque g =n + 1

Ara bé, cada parell (p,q) de primers relatius amb p+qg=n+1 es poden posar en
correspondéncia amb els parells de primers relatius (p,n + 1) i (q,n + 1). El valor total dels
sumands no varia ja que

1 + 1 _ p+tq 1
pn+1) qn+1) pgin+1) pq




AleshoresS(n+ 1) =8(n) = % i I'enunciat queda demostrat

14 Sobre una taula hi ha 100 targetes
numerades des de I'1 al 100. Es trien
25 d'elles a l'atzar, quina és la

probabilitat que la suma dels
nimeros triats siga parell?

Per a cada subconjunt S de {1,2,3, ....,100} podem considerar el conjunt S" = {101 — x: x € S}
(format pels nombres de la forma 101 — x per acertx € S), que anomenarem el simetric de S.
Direm que el conjunt S es simeétric quan S’=S. Si S té 25 elements, aleshores S'#S ja que, si S fora
simetric, aleshores seria unié de parelles de la forma (x, 101 — x) i S tindria un nombre parell
d’elements (no pot passar que x=101-x ja que x és enter). A més, les sumes dels elements de S i
S’ tenen distinta paritat. Per a provar aco, observem que

szZ(lOl—x)=25-101—Zx

x€eS’ X€S X€S

I, com 25 - 101 és imparell, les sumes tenen distinta paritat.

La simetria que hem definit estableix una bijeccié entre subconjunts de 25 elements (si S és el
simétric de S, llavors S és el simetric de S°) i intercanvia conjunts d’elements de suma parell i els
de suma imparell, com acabem de provar. En conseqliéncia, hi ha el mateix nombre de
subconjunts de 25 elements de suma parell que de suma imparell i, per tant, la probabilitat que

o 1
es demana és igual a >

Demostreu que si x, y €]-1, 1[,
aleshores:

x—y| _ x| +lyl
1-xyl 1+ |[xyl

1|

OME, fase
local 2004,
problema 7

Si x, y tenen signes oposats, tenim |X—y| =|x|+|y|,1—xy| =1—xy =1+|xy|.

Aixi, doncs, la desigualtat és, realment, una igualtat.



Si la desigualtat es compleix per a una parella de nombres (x, y), es compleix per a la
parella oposada (-x,-y). Per tant, sense pérdua de generalitat, podem suposar que
X, y=>0.

Si la desigualtat es compleix per a una parella de nombres (x, y), es compleix per a la
parella simetrica (y, x). Per tant, sense pérdua de generalitat, podem suposar que
O0<y<x.

Enaquestcas, x—y>0,1-xy>0,x>0, y>0, xy >0, iladesigualtat que hem de provar
gqueda

(x=y)(L+xy)<(x+y)(1-xy).

Si expandim els termes, aquesta desigualtat és la mateixa que
X— Y+ XY —Xy* <X+ y—X2y—xy?

Si simplifiquem, obtenim la desigualtat equivalent

2x°y <2y

que, com que x> <1,y>0, és certa.

1 6 Considerem el conjunt:
S={1,%,1/3, %, +,1/1000}

Repetim el segiient procés fins que
sols quede un element en S: elegim
dos nimeros x, yS i els substituim
pel nimero x + y + xy. Demostreu
que el Gltim ndmero no depén dels
numeros elegits en cada pas i
calcular-lo.

&

Demostrarem per induccié completa sobre n = 1 que I'element que resulta de combinar els

elements x4, ....,x, € S esta donat per
A4+x)A+2x)...L+x,)—1

Aquesta formula es pot endevinar facilment després de fer iterar I'operacié donada a I'enunciat
diverses vegades (potser la part més dificil és adonar-se de la factoritzacid).

Per a n=1, esta clar que x; = (1 + x;) — 1 és el nombre que s’obté de combinar un sol element
(no s’ha fet <cap operacid). Per a n=2 també és cert ja que
1+x)A+x)—1=x;+x,+x.x, és l'operacié aplicada als elements xq,x, €S.
Aleshores suposem que la propietat és certa per a combinacions de, com a maxim, n-1 elements,
y provem-la per a una combinacié de n elements x4, ....,x, € S . Reordenant els subindexs si



cal, per hipotesi d’induccio, el nombre final resultara d’aplicar I'operacié als nombres P; —
1iP,—1,sent

Pr=(1+x)..(T+x) y P, =0+ x41) . (1 +2x,).
Per tant, el nombre final sera

-+ -H+P,-DHP,-1)=P—-1+P,—1-P—P,+P,P,+1
:P1P2_1:(1+X1)(1+XZ)...(1+xn)_1

En particular, hem demostrat que aquest nombre final no depén de les eleccions dels elements
que intervenen en el procés. A més, podem calcular-ho usant la férmula que hem demostrat:

(1+1)(1+1)(1+1) (1+ ! )—234 1001—1001
2 3/ 1000/ 123771000

17 Trobeu totes les maneres

d'expressar 2003 com a suma
dels quadrats de dos enters.

OME, fase
local 2004,
problema 9

No és possible escriure 2003 com a suma de dos quadrats de nombres enters positius:

0
Tenim que, si a és enter, azz{l(mod 4). Aleshores si a i b son enters,

0
a’+b*=<1 (mod4).
4

Pero 2003 =3 (mod 4).



19 Donat un conjunt M de 1985

enters positius, cap dels quals té
un divisor primer major que 26,
demostreu que podem trobar 4
elements diferents de M la

mitjana geomeétrica dels quals és
un enter

IMO, 1985, P 4

Hi ha 9 nombres primers menors o iguals que 26 (aix0 és: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 i 23), per la
qual cosa cada nombre de M s'expressara com a 213 ..., 19%23%, sent ey, ...., €9 NO negatius.
Si només atenem a la paritat d'aquests exponents, tenim 2° = 512 possibilitats i, per tant, el
principi del colomer ens diu que d'entre els 1985 enters en podrem triar dos, els exponents dels
quals tenen la mateixa paritat. D'entre els 1983>512 restants també podrem triar dos els
exponents dels quals tenen la mateixa paritat, i repetir el procés extraient parelles de nombres
amb aquesta propietat mentre almenys queden 512 elements restants. Com que 1985 = 513 +
2+ 736, podem obtenir fins a 736 parelles. Considerem el conjunt N format per les 736 mitjanes
geometriques d’aqueixes parelles, que sdon nombres enters amb divisors primers menors o
iguals que 26. Ara bé, com 736 > 512, podem trobar dues d'aquestes mitjanes els exponents
de les quals tinguen la mateixa paritat usant el mateix argument del principi del colomer,

aleshores hem trobat quatre nombres a,b,c,d € M tals quevabyvcd sén enters els

exponents dels quals tenen la mateixa paritat, és a dir, Vabed = +/VabVed és un nombre
enter.

2 Direm que una circumferéncia és

un separador d'un conjunt de 5

punts en el pla si passa per 3 d'ells

i els altres dos, un esta dins i un

altre esta fora. Demostreu que tot

conjunt de 5 punts que no conté 3

punts alienats ni 4 conciclics té
exactament 4 separadors

o
IMO, SHORTLIST
»— 7' GEOMETRY, 1999, P2

Si fem una inversid respecte d'un dels cinc punts, aquest se'n va a infinit i els altres quatre es

qgueden al pla. Anomenem-los A, B, Ci D i que els separadors (depenent de si contenen o no el
centre de la inversid) es correspon amb:

e Rectes que passen per dos dels punts A, B, C, D i deixen els altres dos punts en semiplans
diferents.
e Circumferéncies que passen per tres dels punts A, B, C, D i deixen el quart al seu interior.

Per tant, tindrem dues possibilitats. La primera és que els punts A, B, C, D siguen els vertexs d'un
quadrilater convex ABCD (podem suposar que els vértexs estan en aquest ordre reanomenant-



los si cal). En aquest cas hi ha dues rectes que passen per dos d'ells i deixen els altres dos en
semiplans diferents (les diagonals AC i BD) i dues circumferéncies que passen per tres i deixen
el quart a l'interior (una de les circumferéncies circumscrita a ABC o ACD i una de les
circumferéncies circumscrites a BCD o ABD). Per tant, trobem els quatre separadors buscats.

La segona possibilitat és que ABC forme un triangle i D estiga dins (després de reanomenar els
veértexs si cal). En aquest cas, hi ha tres rectes que passen per dos dels punts i deixen els altres
dos en semiplans diferents (AD, BD i CD) i una sola circumferencia que passa per tres i deixa el
quart a l'interior (la circumscrita al triangle ABC). En conseqliéncia, també hi ha només quatre
separadors en aquest segon cas.

2 1 lrobeu el valor del real m perqué e
polinomi

32
x“——z—x3 +3x2+mx+2
tinga dues arrels reals, una inversa de
I'altra

&

\j} &;// s

. . C 1 P 1
Si el polinomi té per arrels ai ~ aleshores és divisible entre (x — a) (x—;) =x% -

(a + i)x + 1, és a dir, té un factor de la forma x? + px + 1 peracertp € R. Per tant, podem

factoritzar

3v2
Tx3+3x2+mx+2=(x2+px+1)(x2+ax+b)
=x*+(@a+p)x®*+@+b+ap)x®*+ (a+bp)x+b

Igualant els termes independents tenim que b=2 i, igualant els coeficients de x2 i x3, arribem

3v2

aqueap=0ia+p= - d’on es dedueixen facilment els dos possibles valors del parell

(a, p).
. . 3v2 . o
e Sia=0ip = aleshores m = a + 2p = —3+/2 i la factoritzacié queda:
3v2
(xz ——x 1) (x%+2)

. . . . V2 .
El primer factor té arrels (inverses) V2 i ~» mentre que el segon factor no té arrels

reals.

e Sia= —%E i p=0,aleshoresm=a+2p = —%ﬁ i la factoritzacié queda:

(x2+1) (xz —32£x+2>



En aquest cas el primer factor no té arrels reals i el segon tampoc, ja que el determinant

, =7
és— <0
2

Deduim que la Unica solucio al problema ésm = —342

22 En un quadrat ABCD es traca una
circumferéncia que passa pel vertex
A i pels punts mitjans de *BC i CD.
Determineu si és major la longitud

de la circumferéncia o el perimetre
del quadrat.

Suposem que el quadrat té costat 1 sense perdre generalitat. Siga O el centre de la
circumferéncia i siguen M i N els punts mitjans de BC i CD. Anomenant P al punto mitja de MN i

B omp =Liun =22

usant el teorema de Pitagores es calcula facilment AM = > > "

A més, AO = OM = R, el radi de la circumferéncia. Per tant, el teorema de Pitagores en els
triangles rectangles AMP i OMP ens diu que:
5 —

>=14(R+0P)2 ,R2=0P2 4=
4 8 8

Aquest sistema d’equacions amb incognites OP i R es resol facilment, i s’obtenen com a Uniques

. . 2 5v2
solucions positives: OP = g , R= 1—{

. . L, 5v2 ,
Por tant, la longitud de la circumferéncia és 2nR = g, mentre que el perimetre del quadrat

7
5
longitud de la circumferéncia és menor que el perimetre del quadrat.

. 576 . 5v2m , .
és 4. Com w2 <10 < =0’ calculant les arrels quadrades obtenim que T<4 , és a dir, la

Nota: El valor de R també es dedueix de la férmula per al radi de la circumferéncia circumscrita
al triangle AMN, és a dir:

. MN-AM-AN
Vp(@-MN)(p-AM) (p—AN)

on p= %(AM + MN + AN) és el semiperimetre del triangle.



2 3 Siga P un punt interior d'un triangle
equilater AABC tal que PA=5, PB =
7 i PC = 8. Trobeu la longitud d'un

costat del AABC.

Olimpiada
Iberoamericana,
1985, problema 2

Introduirem coordenades per resoldre el problema. Per simplificar els calculs, tenim I'origen de
coordenades en el vértex Ci l'eix d'abscisses sobre el costat BC, de manera que els tres vertexs
tinguen coordenades:

A= G?l) B =(,0), C=(00)

Sent [ el costat del triangle equilater ABC. Si agafem P = (x,y), les condicions donades en
I’enunciat poden reescriure’s com:

2
12 V3
d(A,P)=5—>(x——> +<y——l) =25
2 2
dB,P)=7-> (x—D?+y%2 =49
d(C,P) =8 - x% +y? = 64

Usant la tercera equacid per a eliminar els quadrat de x i y en les dues primeres, podem aillar x
iy enfuncié del com
12+ 15 12+ 63
X = , =
2l YT o

Imposant finalment que x2 + y? = 64, obtenim I'equacié

2+15\> (12 +63\°
+ =64 —>[*—138/12+1161=0

21 24/31

Aquesta equacié biquadrada té com a solucions positives [ =+/129 i [ =3, encara que
aquesta ultima ha de rebutjar-se ja que el punt P ha de ser interior al triangle.



24 Siga P(x) un polinomi amb coeficients
enters tal que I'equacio P(x) = 7 té
almenys quatre solucions enteres.

Demostreu que |'equacié P(x) = 14 no
té solucions enteres.

Raonarem per reduccid a I'absurd suposant que existeixen x1, X5, X3, X4, X5 € R distints tals
que

P(x;) = P(xz) = P(x3) = P(x,) =7, P(x5)=14
El polinomi Q(x) = P(x + xg) — 7 també té coeficients enters i compleix que
Q1) =Q(2) =Q(y3) = Q) =0, Q(0) =7
sent y, =x, —xs perak€{1,2,3,4}

Ara bé, usant la propietat que per a cada yj, divideix a Q(y,) — Q(0) = —7 i que els nombres
enters y;1 , Y2, V3, Vs sOn distints, tenim que han de ser els elements del conjunt {1,—1,7, -7},

ésadir, Q(1) =Q(-1) =Q(7) =Q(-7) =0.
Per tant, el polinomi Q s’escriu com
Q)= —-—Dxx+1D(x—-7)(x+7)R(x)

per a cert R(x) amb coeficients enters. Evaluant en x = 0, obtenim que Q(0) = —49R(0) és
multiple de 49, la qual cosa contradiu que Q(0) = —7

Nota: Es pot raonar directament sobre el polinomi P ja que el fet de considerar Q simplement és
per simplificar la notacid.

26 Donat keN, siga A, el subconjunt
de {k+1, k+2,..,2k} format per els
nimeros que en base 2 tenen
exactament tres uns i siga f(k) el
nombre d'elements de A,
Demostreu que f(k)=m té al menys
una soluci6 YmeN. Trobeu els
meN per a els que I'equacié té una
unica solucid.

Observem que

A ={k+ 1Lk +2, .., 2k} i Agsq ={k+2,k+3,..,2k 2k + 1,2k + 2}



tenen tots els elements en comu excepte {k + 1,2k + 1,2k + 2}. Les representacions binaries
de 2k + 2 i k + 1 difereixen en un zero, aleshores tenen la mateixa quantitat d’uns. Per tant,
f(k+1) = f(k)+ 1silarepresentacié de 2k + 1 té tres uns (és a dir, si la representacié de k
té dos uns) o bé f(k + 1) = f(k) en cas contrari.

En particular, la funcid f(k) és creixent i, com existeixen infinits valors de k amb dos uns en
binari i f(1) = 0, deduim que f (k) recorre tots els enters no negatius, és a dir, f(k) = m té
solucid per atotm = 0.

Perque f (k) = m tinga una unica solucié ha de complir-se que f(k+ 1) = f(k) + 1 i f(k) =
f(k—1)+ 1, aleshores k i k — 1 han de tindre exactament dos uns en representacié binaria,
ésadirk—1=2%+2P peracertsenters0 < b < a . El nombre k = 2% + 22 + 1 també ha
de tindre dos uns, cosa que passa si, i sols si, b = 0ia = 2. D’aci deduim que les solucions al

segon apartat son els nombres de la forma f(2% + 1) per aa > 2. Ara bé, el conjunt Aya,; =
, (A .
{24+ 2,29+ 3,...,2%"1 + 1} conté (2) elements amb tres uns (ja que es correspon amb totes

les possibilitats de triar dos elements d’un conjunt de a elements, les a primeres xifres del

a a(a-1)
= >
2) S peraa= 2

nombre), aleshores la solucid sén els nombres de la formam = (

2 7 Siguen p i q enters tals que:
11 1 1

1 —— —— e fene —_—

273 A4 1318
1 P

t18310 ¢
Demostreu que 1979 |p

754 b
g{ IMO, 1979, PROBLEM 1

Podem simplificar I'expressid de I'enunciat de la manera seglient:

P_oqeiy it 2(1+1+ - )—

qg =~ 2 3 1319 2 4 1318/
L S (1+1+1+ + 1)— L1
T 2°3 1319 23 659/ 660 = 661 1319

Ara bé, en aquesta ultima suma, només cal aparellar el primer element amb I'Ultim, el segon
amb el pendltim i aixi successivament, de manera que arribem a la igualtat segient:

2= (s ) e+ i)+ i a0
g \660 1319 661 1318 989 990/
1979 1979 1979

~ 6601319 * 661-1318 " * 989 - 990

Com que 1979 és un nombre primer i els denominadors anteriors tenen factors menors que
1979, deduim que p és multiple de 1979, que és el que voliem provar.



Nota: Es interessant observar que p i q bé podrien tenir factors comuns, perd hem trobat una

fraccio Stal que p és multiple de 1979 i q no, aleshores el numerador de qualsevol fraccid

equivalent a Z sera multiple de 1979.

28 Es considera un triangle els costats
del qual sén els costats d'un
pentagon, hexagon i decagon
regulars inscrits en circumferéncies

de radi 1. Demostrar que el triangle
és rectangle

L

El costat d'un poligon de n costats inscrit en una circumferencia de radio unitat ve donat per

2sin (%), després el triangle que estem buscant té per costats 2sin (%) ,2sin (%) =
1 y 2sin (%) . El triangle existira i sera rectangle quan aquests tres numeros compleixin el
teorema de Pitagores. Com 2sin (130) és més gran dels tres costats, haura de jugar el paper de
la hipotenusa, és a dir, el problema es redueix a demostrar que

4sin? (g) =1+ 4sin? (1”—0)

Hi ha moltes maneres de demostrar aquesta identitat usant trigonometria. Aqui comencem
calculant sin (%) usant el pentagon regular A{A,A3A,As de costat [ idiagonal d . Com
< A A1A5 = g , si agafem M el punt mitja del costat A3A, , aleshores < A AM = 1—”0 iel
triangle A,A;M té un angle recte en M, aleshores

AM 1
2sin (%) = ,411,44 ~d

. . L , N2 1
Ara bé, | id satisfan la relacié d? = [? + Id (veure la nota més avall), aleshores (Z) + i
1=0, ésadir, 2sin (%) és solucié de I'equacié x? + x — 1 = 0. Resolent aquesta equacid i

quedant-nos amb la solucié positiva, tenim que

Sin(”)zﬂ

10 4

Usant ara la férmula de I‘angle doble i la identitat sin? (1—7;) + cos? (110) =1 , podemos

calcular

e )= () () =+ (1 () ) -5




Ara podem calcular explicitament

4sin? (g) — 4sin? (— 5 2 5 5

7\ 5-v5  [—1+v5\" 5-+v5 3-+5
10)_ _4< )z - =1

Nota: Hi ha diverses formes de provar la identitat d? = 1% + Id. Dues d’elles sén les segiients:
e Si P és la intersecci6 A;A4; iA,As , aleshores els triangles A{A,A31A3PA, son

AzA, _ A1y
AP AyAs

. l d
es tradueix en =7 d’on

semblants (tenen costats paral-lels) i la relacié
d>=1>+1d

e Una altra forma de provar-la és aplicar el teorema de Ptolemeu al quadrilater
A1A,A3A,. El producte de les diagonals és d? i la suma dels productes de costats

oposats és 12 + Id , d’on es dedueix immediatament que d? = 1% + Id
Una altra solucioé:

Siga A{A,A3A, ...Aqy un decagon regular inscrit en una circumferencia de costat /, aleshores
A1A3A5A;Ag és un pentagon regular inscrit en la mateixa circumferéncia. Si anomenem /s i ho
a les longituds dels costats del pentagon i el decagon, respectivament, haurem de demostrar
que [2 = 1 + I3, (observem que I'hexagon regular inscrit en aquesta circumferéncia té costat
igual al radi, igual a 1).

El teorema de Ptolemeu ens diu que en un quadrilater ciclic el producte de les diagonals és igual
a la suma dels productes dels costats oposats. Per tant

e Aplicant-lo al quadrilater A;A3AsA, , obtenim que d? = [2 — I<d , on d és la diagonal
del pentagon
e Aplicant-lo al quadrilater A;AsAgA- , obtenim que s = l,4d , aleshores d = ll—s

10

i l : s \? 15
Substituint d = = end? = [ — lsd , tenim que (—5 ) =1E—- 2o l? =1+l
lio Lio lio

El teorema de Pitagores aplicat al triangle rectangle A;A¢A, ens diu que d? + %, =

Substituint d = z_s i usant repetidament la relacié 2, = 1 + L, , obtenim finalment que
10

B=14-13)=0+4L)B-lp)=3+2l -} =3+23 - D -1} =6,+1



29 Suposem que o i B son reals

que compleixen les equacions:
al-3a’+5a—-17=0
B —3B>+5+11=0
Calculeu o +

R—

Considerem la funcié f(x) = x3 — 3x2? + 5x . Aquesta funcié té per derivada f'(x) = 3x? —
6x + 5 és facil vore que I'equacié f'(x) = 0 no té solucions reals, la qual cosa ens indica que
la funcid f és estrictament creixent. En particular, o i B sén els Unics nombres reals tals que
f(a) =17if(B) = —11.Provarem que, si f(a) = 17, aleshores f(2 — @) = —11 compleix la
segona, la qual cosa ens indicara que 2 —a = , és a dir, f +a = 2, i haurem resolt el
problema.

Evaluant f(2 — a) i usant que f(a) = 17 tenim que

fC-a)=Q2-a)*-32-a)*+52—a)
=8—-12a+6a?—a®—-12+12a —3a?*+ 10 — 5a—
=—a3+3a?-5a+6=—f(a)+6=—-17+6=—11

Nota: En realitat, hem suposat que la solucié és 2 i acd pot semblar molt artificial. Una forma
d’arribar a aquesta solucié consisteix a calcular f(r — a) peracertr € R, la qual cosa ens porta
a la identitat

fr—a)=0-2)3-r+1r%2-3ra+3a?) -11

Ara esta clar que r=2 és la solucié buscada.

Siguen x, y i z tres reals tals que:
0<x<y<z<g

Demostreu que:

; + 2sinxcosy + 2sinycosz

sin2x + sin2y + sin2z

Olimpiada
Iberoamericana,
1989, problema 2

Considerem un quart de circumferéncia on hem representat els valors de x,y,z com a angles
com es mostra a la figura. Aleshores I'area del rectangle roig ve donada per

cos(z) sin(z) = %sin(Zz),



I'area del rectangle verd por

(cos(y) — cos(z))sin(y) = %sin(Zy) — sin(z)cos (y)
i la del rectangle blau per

(cos(x) — cos(y))sin(x) = %sin(Zx) — sin(x)cos (y).

N A .
Entre totes sumen menys que l'area del quart de cercle 7 d’on clarament es dedueix la

desigualtat de I'’enunciat.




