JUNIO 2023

Sea ABCDEFG un heptigono
regular de lado 1. Demostrar que
se cumple la relacién:

1 1

—_—f—=1
AC " AD

Método 1

El cuadrilatero ACDE esta inscrito en la circunferencia circunscrita al heptdgono, luego el
teorema de Ptolomeo nos asegura que

AC -DE + CD- AE = AD - CE
Dadoque CD =DE =1 y AE = AD y CE = AC, esta igualdad se traduce en

AC + AD= AD - AC
De ddnde se sigue facilmente la férmula del enunciado dividiendo la igualdad entre AD - AC .
Teorema de Ptolomeo

Si un cuadrildtero estd inscrito en una circunferencia, la suma de los productos de los pares de
lados opuestos es igual al producto de las diagonales.

Método 2
Los angulos interiores de un heptagono regular miden 128,57°

Como los lados del heptagono miden 1, aplicando el teorema del coseno al tridangulo ABC
podemos obtener la longitud del lado AC:

AC?>=1%2+4+12-2-1-1-cos128,57 - AC = 1,8019
En ese tridangulo, podemos calcular el angulo en 1el vértice C usando el teorema del seno:

1 1,8019

sonC = sem 12857 - senC = 0,4339 - C = 25,7154

Si ahora consideramos el tridngulo ACD, el angulo en C sera: C=128,57 — 25,7154 = 102,8546°

Como conocemos la longitud AC y CD, aplicamos el teorema del coseno nuevamente para
calcular la longitud de AD:

AD? =1,8019% + 12 —2-1,8019-1-cos 102,8546 — AD = 2,2469



Comprobamos ahora la relacion:

1 N 11 N
AC " AD  1,8019 ' 2,2469

= 1,000027

El error se debe a la pérdida de los decimales por el redondeo.
Método 3

Aunque no sea una demostracién como tal, es facil comprobar con geogebra que la relacion es
correcta.

2 Se escriben en la pizarra 5 enteros

positivos (no necesariamente distintos) y
se cakulan todas las posibles sumas de
parejas de estos nimeros. Los Unicos
resultados obtenidos son 31, 38 y 45
(algunos de ellos, varias veces). ¢ Cudles
son esos 5 nimeros?

Ordenemos los cinco nimeros de menor a mayor como
X1 <Xy S X3S x4 < X

Estd claro que x; + x, = 31 (es la menor suma) y x4 + x5 = 45 (es la mayor suman) dan
ndmeros impares, luego necesariamente x; # X, y X4 # Xs5. Si X, < X3, entonces x; + x, <
X1 + x3 < x5 + x3 < X3 + X5 son cistintas, pero sélo hay tres resultados posibles, lo que nos
cuatro sumas distintas, lo que nos dice que ha de ser x, = x3. De la misma forma se prueba
que x3 = x, y el sistema de cinco ecuaciones

X1 +x, =31, x5 +x3 =38, x,+x5=45, x, =x3 =2x4
tiene por solucién Unica
(%1, %5, X3, %4, x5) = (12,19,19,19,26)

Como estos numeros cumplen la condicidn inicial, decimos que son los Unicos.



3 Sea S un conjunto de n elementos. Sea
p.lk) el nimero de permutaciones de los
elementos de S que dejan exactamente k

elementos fljos. Demostrar:
n

kp, (k) = n!

% v IMO, 1987,
o= PROBLEM 1

La suma en cuestién simplemente cuenta el nimero total de puntos fijos en todas las
permutaciones del conjunto. Pero para cualquier elemento k del conjunto, existen (n-1)!
permutaciones que tienen k como punto fijo. Por lo tanto:

? k-p,.(k) n!
Kk O

Como se desea.
Otra solucién:

Para cualquier k, si hay p,(k) permutaciones que tienen k puntos fijos, sabemos que cada
punto fijo se cuenta una vez en el producto k- p, (k)

Por lo tanto, la suma dada es simplemente el nimero de puntos fijos entre todas las
permutaciones de {1, .....,n}. Sin embargo, si tomamos cualquiera x tal que 1<x <nyx
sea un punto fijo, hay (n-1)! formas de ordenar los otros nimeros del conjunto. Por lo tanto,
nuestra suma deseada se convierte enn - (n — 1)! = n!, por lo que hemos terminado

Sia, By 7y €R son los angulos de
un tridgngulo no rectangulo,
demostrar que:
tan(a) + tan(p) + tan(y) =

tan(a) - tan(f) - tan(y)

Si a,ByYy son los tres dngulos de un tridngulo, se cumple la igualdad @ + § + y = 180 por
tanto y = 180 — (a + f) por tanto:

tg(y) =tg(180 — (a + B)) = —tg(a + B)

Utilizaremos la férmula:



tga+tgp
1—tga -tgpf

tgla+ p) =
Asi desarrollamos un lado de la igualdad:

tga+tgf+tgy=tga+tgf+tg(180—(a+ B))=tga+tgp—tgla+ B)=

tgat+tgp _ (tgattg f)(1-tga-tg B)—(tg a+tg pB) _

:tga-l_tg'g_l—tga-tgﬁ_ 1-tga-tgp

=(tg attg f)—t a-tgp-(tga+tg B)—(tg a+tg B) _Ctga-tg B-(tg attg B) _
1-tga-tgp 1-tga-tgp

—(tga+tgB)
l1—tga -tgp

=tga - tgp =tga-tgB-(—tgla+ B))=tga -tgB-tgy

Por tanto: tga+tgB+tgy=tga -tgB-tgy

6 ¢Cuantos divisores
impares tiene 20!?

Vamos a calcular el nimero de divisores del nimero 20!
Descomponemos el nimero en factores primos:
20! =218.38.54.72.11-13-17-19

El nimero de divisores serd el producto de los exponentes de su descomposicion factorial
incrementados en una unidad, es decir: 19:9:-5-3-16 = 41.040

Como queremos saber cudles son impares, de ellos tendremos que obtener todos los divisores
del nimero:

38.54%.72.11-13-17-19

Es decir, eliminamos aquellos divisores pares, con lo que el nimero de divisores impares sera:
9:5-3-16 = 2160



Encontrar todos los polinomios P{x) y
Q(x) con coeficientes reales que
cumplen:

P(Q(x)) = (x = 1)-(x = 2)-(x — 3)-(x — 4)

14

|
)

Observamos que el grado de P(Q(x)) es el producto de los grados de P(x) y Q(x). Llamando
Rx)=(x—1)(x—2)(x—3)(x—4), como el grado de R(x) es 4, tenemos varias
posibilidades:

e Si P(x) tiene grado 1, entonces P(x) = ax + b para ciertos a,b € R cona # 0 y por
consiguiente Q(x) = %(R(x) —b)

e Si P(x) tiene grado 4, entonces Q(x) tiene grado 1, es decir , Q(x) = ax + b para
ciertosa,b € R cona # 0y por tanto, P(x) = R Gx — b)

e Si P(x) y Q(x) tienen ambos grado 2 y escribimos, Q(x) tiene grado 1, P(x) =
a(x — a;)(x — a,) para ciertos valoresde a € Ry a4, a,€C , entonces tenemos que

P(Q(x)) = a(Q(x) — a1)(Q(x) — az) = (x = D(x — 2)(x = 3)(x — 4).

Sustituyendo x=1, 2, 3, 4 obtenemos que los numeros Q(1), Q(2), Q(3), Q(4) son i guales a
a,6 a,. Como Q tiene grado 2, no puede tomar mas de dos veces el mismo valor, luego dos de
los nimeros Q(1), Q(2), Q(3), Q(4) serdn iguales a a; y dos a «,. Para que ocurra esto, la
2
parabola dada por Q (x) ha de tener su vértice en x = ;, es decir Q(x) =b (x - g) + ¢ para

ciertos valoresde b,c € R con b # 0.Y ademas

a1=Q(1)=Q(4)=%b+cy a2=Q(2)=Q(3)=ib+c

Finalmente, para que el coeficiente lider de P(Q(x)) sea igual a 1, tenemos que tomar a =

1
2 con lo que queda:

2

P(x) = b%(x—%b—c)(x—%b—c),Q(x)=b<x—g) +c

para cualesquiera b,c € Rconb # 0



8 En cada casilla de un tablero mxn se
encuentra un nimero real. Se permite
cambiar todos los nimeros de una fila o
columna tantas veces como queramos.
Demostrar que puede conseguirse que
las sumas de los elementos de cada fila y
cada columna sean no negativas para
cualquier configuracion inicial

ALL SOVIET UNION
COMPETITION 1961.P 7

Sea S la suma total de los elementos de la tabla. Cada vez que nos encontremos una fila o
columna con suma negativa la cambiamos de signo. Cada una de estas operaciones
incrementa el valor de S y, como hay un nimero limitado de combinaciones de signos (es
menor o igual que 2™", el nimero de elecciones de signo + en los mn elementos de la tabla),
este proceso no puede continuar indefinidamente, es decir, llegamos a un punto en el que
todas las filas y columnas tienen suma positiva.

9 Sea a,, a,, ... una PA no constante de
nimeros reales: Supongamos que
existen enteros primos entre sip,q> 1
para los que ay%, 35 ¥ ag.° son
también elementos de la misma
sucesion. Demostrar que todos los
términos de la sucesion son enteros

Indian National
Mathematical Olympiad,
2016, problem 6

Escribamos los términos de la sucesién como a,, = a; +(n-1)d para cierto d € R no nulo (la
sucesién no es constante). Probaremos que a; y d son enteros, lo que dara el resultado
buscado. Para ello, si

a5y = (a1 + pd)? = af + 2pa,d + p?d?
agiq = (a1 + qd)* = af + 2qa,d + g*d?

Son elementos de la sucesién y af también lo es, entonces ajyq —af =rd y az,; —af =

sd para ciertos enteros r y s. Desarrollando estas diferencias de cuadrados llegamos a las
ecuaciones:

{Zpal +p?d=r
2qa, +q*d =s

Podemos resolver facilmente este sistema de ecuaciones lineales con incdgnitas a; y d,
obteniendo que

_ p*s—q*r _ qr-p

U= -0 ~ pap-9)



Es importante observar que el sistema es compatible determinado ya que los denominadores
no se anulan por ser p y q primos entre si (y en particular, distintos). Esto prueba que a; y d son

. eLs . . . X zZ
racionales, luego podemos escribir como fracciones irreducibles a; = 5 y d= = Probaremos

que y#i1l y w#t1y habremos terminado.

Como af es un elemento de la sucesién, existird m € N tal que af =a, + md , luego x*w =
xyw + my?dz. De aqui deducimos que y divide a x%w luego también divide aw (yaque x ey
no tienen factores comunes). Por otro lado, de la ecuacién 2pa; + p?d = r deducimos que
2pxw + p2yz = ryw, luego w divide a p%y (ya que w no tiene factores comunes con z).

Andlogamente, la ecuacién 2qa; + q*d = s nos dice que w divide a g2y. Por consiguiente, w
divide ay ya que, en caso contrario, w, p2 y q2 tendrian algun factor comun, contradiciendo
la hipdtesis de que p y g son primos entre si.

Hemos demostrado que y y w se dividen mutuamente, lo que asegura que w=ty. Entonces, la
igualdad x%w = xyw + my2dz que ha aparecido anteriormente se reescribe como +x? =
(£x + mdz)y . Como x e y no tienen factores comunes, ha de ser y=t1 vy, por lo tanto, w=+1
como queriamos probar.

1 . Sean x, y y z reales distintos y
distintos de 1y ademas:

yz—-x* xz-y?
1-x 1-y

demostrar que ambas fracciones

sonigualesax+y+z

Olimpiada
Ibercamericana,
1985, problema 4

Restando x + y + z de ambas expresiones, obtenemos la igualdad

yz — x? byt )_yz—xz—(l—x)(x+y+z)_yz+xz+xy—x—y—z
1- rryTa= 1—x B 1—x
xz — y? z—y?—(1-y)(x+y+2) yz+xz+xy—x—y—z

x
-(x+y+2z)=

1- 1—y 1—y

Como estas fracciones han de ser iguales pero los denominadores son distintos (y distintos de
cero), el numerador comun debe ser cero, luego las fracciones iniciales eran iguales a x + y +
Z, como queriamos probar



Consideremos un poligono
convexo de drea A y
perimetro P. Demostrar que
existe un circulo de radio
A/P contenido en el interior
del poligono

ALL SOVIET UNION COMPETITION 1966,P 7

En cada lado del poligono dibujamos un rectangulo con base dicho lado y altura A/P hacia el
interio del poligono. La suma de las areas de todos los rectangulos sera igual a P - (F) =4,

pero el area total que cubren es menor que A dado que los rectdngulos se superponen unos
con otros cerca de los vértices del poligono. En otras palabras, los rectangulos no cubren todo
el poligono, luego existirda un punto p del interior del poligono no cubierto por ningun
rectangulo. La distancia de p a cualquiera de los lados es mayor que A/P por no pertenecer
a ningun rectdngulo, luego el circulo de radio A/P centrado en p estd contenido en el interior
del poligono.

13 Sea neN. Demostrar que la

suma de todas las fracciones

1/{(pq) donde p y q son

primos relativos tales que

1=p<q=nyp+q>nes1/2
\/

Llamaremos S(n) a la suma de fracciones que nos dice el enunciado y veamos que S(n) =

N[R N

por induccidn sobre n. En el caso inicial n=2, la Unica fraccién que cumple esos requisitos es
para p=1vy g=2, luego S(2) = % . Supongamos que S(n) = % para cierto n = 2 y probemos
que S(n+1) =% . Observemos quelas sumas S(n) y S(n+ 1) contienen los mismos

sumandos excepto los siguientes:

e Los sumandos que aparecen en S(n) ynoen S(n+ 1) son aquellosen quep +q =
n+1

e Los sumandos que aparecen en S(n + 1) ynoen S(n) son aquellos en que g =n +
1

Ahora bien, cada par (p,q) de primos relativos con p + q =n+ 1 se pueden poner en
correspondencia con los pares de primos relativos (p,n + 1) y (q,n + 1) . El vaalor total
de los sumandos no varia ya que



1 1 p+q 1

pn+1) q+1) pant D pq

LuegoS(n+ 1) =S(n) = % y el enunciado queda demostrado

14 Sobre una mesa hay 100 tarjetas
numeradas desde el 1 al 100. Se

eligen 25 de ellas al azar, ¢ cudl es
la probabilidad de que la suma de
los nimeros elegidos sea par?

Para cada subconjunto S de {1,2,3,...,100} podemos considerar el conjunto S* =
{101 — x: x € S} (formado por los nimeros de la forma 101 —x para cierto x € S), que
llamaremos el simétrico de S. Diremos que el conjunto S es simétrico cuando S’=S. Si S tiene 25
elementos, entonces S'#S ya que, si S fuera simétrico entonces seria unién de pares de la
forma (x,101 — x) y S tendria un ndmero par de elementos (no puede ocurrir que x=101-x ya
que x es entero). Ademas, las sumas de los elementos de Sy S” tienen distinta paridad. Para
probar esto, observemos que

Zx=2(101—x)=25-101—2x

xeS’ X€S Xx€S

Y, como 25 - 101 es impar, las sumas tienen distinta paridad

La simetria que hemos definido establece una biyeccién entre subconjuntos de 25 elementos
(si S’es el simétrico de S, entonces S es el simétrico de S’) e intercambia conjuntos de
elementos de suma pary los de suma impar, como acabamos de probar. En consecuencia, hay
el mismo numero de subconjuntos de 25 elementos de suma par que de suma impar, luego la

probabilidad que se pide es igual a % .

15 Demostrar que si x, y €)-1, 1|,
entonces:
x—-y| x|+ Iyl
1- x_v| 1+ |xy|
OME, fase
local 2004,

problema 7




Si x, y tienen signos opuestos, se tiene |x—y|=|x|+|y|.[l—xy| =1-xy =1+|xy]|.

5

Asi pues, la desigualdad es, realmente, una igualdad.

Si la desigualdad se cumple para un par de numeros (x, y), se cumple para el par
opuesto (-x,-y). Por tanto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que x,y>0.

Si la desigualdad se cumple para un par de numeros (x, y), se cumple para el par
simétrico (y, x). Por tanto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que0 < y < x.

En este caso, x—y>0,1-xy>0,x>0,y>0,xy>0, y la desigualdad que debemos

probar queda
(x—y)(l+xy) < (x+y)(l—xy) .

Si expandimos los términos, esta desigualdad es la misma que
x—y+x2y—xy2 Sx+y—ny—xy2

Si simplificamos, obtenemos la desigualdad equivalente
2x’y <2y

que, puesto que x” < 1,y >0, es cierta.

1 6 Consideremos el conjunto:
S$=(1,%,61/3, %, -, 1/1000}

Repetimos el sigulente proceso
hasta que solo quede un elemento
en S: elegimos dos nimeros x, yeSy
los sustituimos por el nimero x+y +
xy. Demostrar que el Gitimo nimero
no depende de los nimeros elegidos
en cada paso y calculario.

St

Demostraremos por induccion completa sobre n > 1 que el elemento que resulta de combinar
los elementos x4, ...., x, € S estad dado por

A+x)A+x)...(1+x,)—1

Esta férmula puede adivinarse facilmente después de hacer iterar la operacion dada en el
enunciado varias veces (quizd la parte mas dificil sea darse cuenta de la factorizacion).

Para n=1, esta claro que x; = (1 + x;) — 1 es el nimero que se obtiene de combinar un solo
elemento (no se ha hecho ninguna operacidn). Para n=2, también es cierto ya que
1+x)A+x,)—1=2x; +x, +x,x, es la operacién aplicada a los elementos xq,x, € S.



Supongamos entonces que la propiedad es cierta para combinaciones de a lo sumo n-1
elementos y probémosla para una combinacién de n elementos x, ....,x, € S . Reordenando
los subindices si es necesario, por hipétesis de induccidn, el nimero final resultara de aplicar
la operacién a los numeros P —1 y P, — 1, siendo

Pr=0+x)..(1+x) y P, =1+ xp41) . (1 +2x3).
Por tanto, el niUmero final sera

Pf-D+P,-DH+P,-DHP,-1)=P—-1+P,—1-P—P,+P,P,+1
=P1P2_1=(1+X1)(1+XZ)(1+xn)_1

En particular, hemos demostrado que dicho nimero final no depende de las elecciones de los
elementos que intervienen en el proceso. Ademas, podemos calcularlo usando la formula que
hemos demostrado:

(1+1)(1+1)(1+1) <1+ 1 )—234 1001—1001
2 3/ 1000/ ~ 123771000

17 Hallar todas las formas de

expresar 2003 como suma de los
cuadrados de dos enteros.

| i OME, fase
I‘ local 2004,
problema 9

No es posible escribir 2003 como suma de dos cuadrados de numeros enteros
positivos:

0
Tenemos que, si a es entero, azs{l(mod4). Luego si a y b son enteros,

a’ +b* = (mod 4).

B~ - O

Pero 2003 =3 (mod 4).



19 Dado un conjunto M de 1985

enteros positivos, ninguno de los
cuales tiene un divisor primo
mayor que 26, demostrar que
podemos encontrar 4 elementos
distintos de M cuya media
Rreométrica es un entero

IMO, 1985,P 4

Existen 9 nimeros primos menores o iguales que 26 (esto son 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 y 23),
por lo que cada numero de M se expresara como 2¢13% .,.19%23%, siendo ey, ...., €9 NO
negativos. Si sélo atendemos a la paridad de estos exponentes, tenemos 2° = 512
posibilidades, luego el principio del palomar nos dice que de entre los 1985 enteros podremos
elegir dos de ellos cuyos exponentes tienen la misma paridad. De éntrelos 1983>512 restantes
también podremos elegir dos cuyos exponentes tienen la misma paridad y repetir el proceso
extrayendo parejas de nimeros con esta propiedad mientras al menos queden 512 elementos
restantes. Como 1985 = 513 + 2 - 736, podemos obtener hasta 736 parejas. Consideremos el
conjunto N formado por las 736 medias geométricas de tales parejas, que son numeros
enteros con divisores primos menores o iguales que 26. Ahora bien, como 736 > 512,
podemos encontrar dos de estas medias cuyos exponentes tengan la misma paridad usando el
mismo argumento del principio del palomar, luego hemos encontrado cuatro numeros

a,b,c,d € M tales quevab y Vcd son enteros cuyos exponentes tienen la misma paridad,

esto es, Vabcd = vV Vabcd es un nimero entero.

Zdoiremos que una circunferencia es
un separador de un conjunto de 5
puntos en el plano si pasa por 3 de
ellos y los otros dos, uno estd
dentro y otro estd fuera.
Demostrar que todo conjunto de 5
puntos que no contiene 3 puntos
alienados ni 4 conciclicos tiene
exactamente 4 separadores

%ﬁ'}’ét/ IMO, SHORTLIST

(osrs " GEOMETRY, 1999, P2

Si hacemos una inversién respecto de uno de los cinco puntos, éste se va a infinito y los otros
cuatro se quedan en el plano. Llamémoslos A, B, Cy D y que los separadores (dependiendo de
si contienen o no el centro de la inversién) se corresponde con:

e Rectas que pasan por dos de los puntos A, B, C, D y dejan a los otros dos puntos en
semiplanos distintos

e Circunferencias que pasan por tres de los puntos A, B, C, D y dejan al cuarto en su
interior.



Por consiguiente, tendremos dos posibilidades. La primera de ellas es que los puntos A, B, C, D
sean los vértices de un cuadrildtero convexo ABCD (podemos suponer que los vértices estan en
este orden renombrdandolos si es necesario). En tal caso hay dos rectas que pasan por dos de
ellos y dejan a los otros dos en semiplanos distintos (las diagonales AC y BD) y dos
circunferencias que pasan por tres de ellos y dejan al cuarto en su interior (una de las
circunferencias circunscrita a ABC 6 ACD y una de las circunferencias circunscritas a BCD 6
ABD). Por tanto, encontramos los cuatro separadores buscados.

La segunda posibilidad es que ABC forme un tridngulo y D esté en su interior (después de
renombrar los vértices si es necesario). En tal caso, hay tres rectas que pasan por dos de los
puntos y dejan a los otros dos en semiplanos distintos (AD, BD y CD) y una sola circunferencia
que pasa por tres de ellos y deja al cuarto en su interior (la circunscrita al triangulo ABC). En
consecuencia, también hay sélo cuatro separadores en este segundo caso.

2 1 Hallar el valor del real m para que el
polinomio

3V2
x‘—%x’+3x’+mx+2

tenga dos raices reales, una inversa
de la otra

-\\Mﬁ( #)

, . " , 1 - 1
Si el polinomio tiene por raices ay ~ entonces es divisible entre (x — a) (x _E) =x? -

(0: +§)x + 1, es decir, tiene un factor de la forma x2 + px + 1 para cierto p € R. Por lo
tanto, podemos factorizar
3v2

Tx3+3x2+mx+2=(x2+px+1)(x2+ax+b)

=x*+@+p)x>+Q+b+ap)x?+ (a+bp)x+b

Igualando los términos independientes tenemos que b=2 e igualando los coeficientes de

x2yx3® llegamosaqueap=0 ya+p = —%E, de donde se deducen facilmente los dos

posibles valores del par (a, p).

e Sia=0yp =—%§, entonces m = a + 2p = —3+/2 y la factorizacién queda:
3v2
<x2 ——x 1) (x%+2)

. . , . 2 .
El primer factor tiene raices (inversas) V2 y \/7—, mientras que el segundo factor no

tiene raices reales.

e Sia= —%E y p=0,entoncesm=a+2p = —%E y la factorizacién queda:

(x%2+1) <x2 —32£x+ 2)



En este caso el primer factor no tiene raices reales y el segundo tampoco, ya que su

. -7
determinante es > <0

Deducimos que la Unica solucién al problema es m = —342

22 En un cuadrado ABCD se traza una
circunferencla que pasa por el
vértice A y por los puntos medios de
BC y CD. Determinar si es mayor la

longitud de la circunferencia o el
perimetro del cuadrado.

Supongamos que el cuadrado tiene lado 1 sin perder generalidad. Sea O el centro de la
circunferencia y sean M y N los puntos medios de BC y CD. Llamando P al punto medio de MN
y usando el teorema de Pitagoras se calcula facilmente AM = \/2—3 , MP = % y MN = i—i

Ademads, AO = OM = R, el radio de la circunferencia. Por lo tanto, el teorema de Pitagoras en

los tridngulos rectangulos AMP y OMP nos dice que:

5 1 1
==>+(R+O0P)* ,R?=0P?+=
4 8 8
Este sistema de ecuaciones con incégnitas OP y R se resuelve facilmente, obteniendo como

. . . V2 5v2
Unicas soluciones positivas: OP = 5 R= I

. . . 5v2m . ,

Por lo tanto, la longitud de la circunferencia es 2mrR = ——, mientras que el perimetro del
2 576 , 5v2m

cuadrado es 4. Comorr“ < 10 < =0’ tomando raices cuadradas obtenemos que T<4 , s

decir, la longitud de la circunferencia es menor que el perimetro del cuadrado

Nota: El valor de R también se deduce de la formula para el radio de la circunferencia
circunscrita al triangulo AMN, es decir:

_ MN-AM-AN
Vp(p—MN)(p-AM)(p-AN)
triangulo.

donde p= %(AM + MN + AN) es el semiperimetro del




2 Sea P un punto interior de un

tridngulo equildtero AABC tal que

PA =5 PB=7yPC=8 Halar by
longitud de un lado del AABC.

Olimpiada
Iberoamericana,
1985, problema 2

Vamos a introducir coordenadas para resolver el problema. Para simplificar los cdlculos,
tenemos el origen de coordenadas en el vértice C y el eje de abscisas sobre el lado BC, de
forma que los tres vértices tengan coordenadas:

a=(E21), B=@0), =00

Siendo [ el lado del triangulo equildtero ABC. Si tomamos P = (x,y), las condiciones dadas
en el enunciado pueden reescribirse como:

2 2
d(A,P)=5—>(x—%) +<y—\/7§l> =25

d(B,P)=7-> (x—D?+y2 =149
d(C,P) =8->x%+y? =64

Usando la tercera ecuacioén para eliminar los cuadrados de x e y en las dos primeras, podemos
despejar x e y en funcién del como
12 +15 12 +63
X = , Y=
21 2+/31

Imponiendo finalmente que x2? + y2 = 64, obtenemos la ecuacién

24+15\° /(12 + 63\
n =64 1*—13812+ 1161 =0
21 2431

Esta ecuacién bicuadrada tiene como soluciones positivas [ = v129 y | =3, aunque ésta
ultima debe descartarse ya que el punto P ha de ser interior al tridngulo



24 Sea P(x) un polinomioc con
coeficlentes enteros tal que la
ecuacion P(x) = 7 tiene al menos
cuatro soluciones enteras.

Demostrar que la ecuacion P(x) = 14
no tiene soluciones enteras.

Razonemos por reduccién al absurdo suponiendo que existen x;, x5, X3, X4, X5 € R distintos
tales que

P(x;) = P(x3) = P(x3) = P(x4) =7, P(x5) =14
El polinomio Q(x) = P(x + x5) — 7 también tiene coeficientes enteros y cumple que

Q1) =002)=Q(:)=Q(s) =0, Q(0)=7
siendo y, = x;, —xs parak € {1,2,3,4}

Ahora bien, usando la propiedad de que para cada y;, divide a Q(yx) — Q(0) = —7 y que los
ndmeros enteros y;,Y,,Y3,Ys son distintos, tenemos que han de ser los elementos del
conjunto {1,—1,7,—7}, es decir, Q(1) = Q(—1) = Q(7) = Q(-7) = 0.

Por tanto, el polinomio Q se escribe como

Q) =(x—-—1Dx+1Dx—-7)(x+7)R(x)

Para cierto R(x) con coeficientes enteros. Evaluando en x = 0, obtenemos que Q(0) =
—49R(0) es multiplo de 49, contradiciendo que Q(0) = —7

Nota: Se puede razonar directamente sobre el polinomio P ya que el hecho de considerar Q
simplemente es por simplificar la notacién.

26 Dado keN, sea A, el subconjunto
de {k+1, k+2,..,2k} formado por los
nimeros que en base 2 tienen
exactamente tres unos y sea f(k) el
nimero de elementos de A,.
Demostrar que f(k)=m tiene al
menos una solucion YmeN. Hallar

los meN para los que la ecuacion
tiene una Unica solucion.

Observemos que

A ={k+1Lk+2 .2k} y Aoy = {k+2,k+3,..,2k 2k + 1,2k + 2}



tienen todos sus elementos en comun salvo {k + 1,2k + 1,2k + 2}. Las representaciones
binarias de 2k + 2 y k + 1 difieren en un cero, luego tienen el mismo numero de unos. Por
tanto, f(k+ 1) = f(k) + 1 si la representacion de 2k + 1 tiene tres unos (es decir, si la
representacion de k tiene dos unos) o bien f(k + 1) = f (k) en caso contrario.

En particular, la funcion f (k) es creciente y, como existen infinitos valores de k con dos unos
en binario y f(1) = 0, deducimos que f (k) recorre todos los enteros no negativos, es decir,
f (k) = mtiene solucién para todom > 0.

Para que f(k) =mtenga una Unica solucion ha de cumplirse que f(k+ 1) = f(k)+
1yf(k)=f(k—1)+1 , luego kyk—1 han de tener exactamente dos unos en
representacion binaria, es decir k — 1 = 2% + 2P para ciertos enteros0 < b < a . El nimero
k = 2% + 2P + 1 también ha de tener dos unos, lo que ocurre si, y sélosi, b =0y a > 2. De
aqui deducimos que las soluciones al segundo apartado son los nimeros de la forma f(2¢ +

1) paraa = 2. Ahora bien, el conjunto Aya,; = {2% +2,2% + 3,...,2%"! + 1} contiene (621)

elementos con tres unos (ya que se corresponde con todas las posibilidades de elegir dos

elementos de un conjunto de a elementos, las a primeras cifras del nimero), luego la solucién
a(a-1)

, a
son los numeros de la formam = o) = paraa = 2

27 Sean p y q enteros tales que:
el 3 1

23 & 1318
1 P
1319 q
Demostrar que 1979|p

gt {
Ldr‘_‘ IMO, 1979, PROBLEM 1

Podemos simplificar la expresién del enunciado de la siguiente forma:

p 11 1 11 1
a=1+—+—+---+——2(—+—+---+—)=

2 3 1319 24 1318
—1+1+1+ + ! (1+1+1+ + 1)— 1 + 1 + .+ !
N 2 3 1319 2 3 659/ 660 661 1319

Ahora bien, en esta Ultima suma, basta emparejar el primer elemento con el ultimo, el
segundo con el penultimo y asi sucesivamente, con lo que llegamos a la siguiente igualdad

p (1 1 1 1 11y
q (660 + 1319) * (661 * 1318) o (@Jrﬁ) -
1979 1979 1979
= 6601319 ' 661-1318 " " 989990

Como 1979 es un numero primo y los denominadores anteriores tienen factores menores que
1979, deducimos que p es multiplo de 1979, que es lo que queriamos probar.



Nota: Es interesante observar que p y q bien podrian tener factores comunes, pero hemos

encontrado una fraccidn s tal que p es multiplo de 1979 y q no, luego el numerador de

cualquier fraccién equivalente as sera multiplo de 1979.

28 Se considera un tridngulo cuyos lados
son los lados de un pentdgono,
hexdgono y decdgono regulares
inscritos en circunferencias de radio

1. Demostrar que el tridngulo es
rectdngulo

nl
1%

El lado de un poligono de n lados inscrito en una circunferencia de radio unidad viene dado por

2sen (%) , luego el tridngulo que estamos buscando tiene por lados 2sen (%) ,2sen (%) =

s . . 4 . . ,
1 y 2sen (E) . El tridngulo existird y sera rectdngulo cuando estos tres nimeros cumplan el
s us e .
teorema de Pitdgoras. Como 2sen (E) es mayor delos tres lados, tendra que jugar el papel de
la hipotenusa, es decir, el problema se reduce a demostrar que

4sen? (g) =1+ 4sen? (%)

Hay muchas formas de demostrar esta identidad usando trigonometria. Aqui comenzamos
calculando sen (%) usando el pentagono regular A{A,A3;A,A: de lado [ vy diagonal d .
Como < A,A143 =§ , si tomamos M el punto medio del lado A3A, , entonces < A A M =
% y el triangulo A,A1M tiene un dngulo recto en M, luego

AM 1
ZSen(%) = ZA;L14 =E

. . . . . . 1\?
Ahora bien, [ y d satisfacen la relacién d? = I? + Id (véase la nota mas abajo), luego (E) +
! . ., - .
i 1 =0, es decir, 2sen (%) es solucién de la ecuacién x% + x — 1 = 0. Resolviendo eta

ecuacion y quedandonos con la solucién positiva, tenemos que

—1++5
sen(%) =

Usando ahora la férmula del dangulo doble y la identidad  sen? (%)+c052 (%) =1 ,

podemos calcular

2
o e (o - (255 )58




Ahora podemos calcular explicitamente

n)_S—\/§_4<—1+\/§>2=5—\/§_3—\/§=1

4sen? (g) — 4sen? (E 5 2 5 5

Nota: Hay varias formas de probar la identidad d? = I? + Id. Dos de ellas son las siguientes:

e Si P denota la interseccién A1As; y A,As , entonces los tridngulos regular
AzAy _ A14,
AP AyAs

A1ALA3 y A3PA, son semejantes (tienen lados paralelos) y la relacién se

! d
traduce en — = -, de donde d>=1?>+1d
e Otra forma de probarla es aplicar el teorema de Ptolomeo al cuadrildtero 44,434, .

El producto de sus diagonales es d? y la suma de los productos de lados opuestos es

I + 1d , de donde se deduce inmediatamente que d? = % + Id
Otra solucién:

Sea A;A,A3A, ...A1y un decdgono regular inscrito en una circunferencia de lado |, luego
A1A3A5A5Ag es un pentdgono

Regular inscrito en la misma circunferencia. Si llamamos Is y |10 a las longitudes de los lados del
pentagono y el decdgono, respectivamente, tendremos que demostrar que 2 =1+ [,
(observemos que el hexagono regular inscrito en esta circunferencia tiene lado igual al radio
iguala 1).

El teorema de Ptolomeo nos dice que en un cuadrilatero ciclico el producto de las diagonales
es igual a la suma de los productos de los lados opuestos. Por tanto

e Aplicandolo al cuadrildtero A;A3AsA, , obtenemos que d? = [Z — lsd , siendo d la
diagonal del pentagono

e Aplicandolo al cuadrilatero A AsAgA; , obtenemos que s = l;,d , luego d = 111—50

2 2
Sustituyendo d = ll—s end? =12 — lsd , tenemos que (ll—s ) =2-5 o2 =1+1,
10 10 0

El teorema de Pitagoras aplicado al tridngulo rectdngulo A;A¢A; nos dice que d? + I3, = 4 .
. l . s
Sustituyendo d = 1_5 y usando repetidamente la relacién 1%, =1+ 1[;, , obtenemos
10
finalmente que

=004~ 1f)=(1+1)B—1l) =3+2lp— o =3+201fH—1)—1fg =G +1



29 Supongamos que a y B son

reales que cumplen las
ecuaciones:

a-3a®+5a-17=0
B*—3p*+5+11=0
Calculara + B

=

Consideremos la funcién f(x) = x3 — 3x% + 5x . Esta funcién tiene por derivada f'(x) =
3x2 — 6x + 5 y es facil ver que la ecuacién f'(x) = 0 no tiene soluciones reales, lo que nos
dice que la funcién f es estrictamente creciente. En particular, a y B son los Unicos nimeros
reales tales que f(a) =17 y f(B) = —11 . Vamos a probar que si f(a) = 17, entonces
f(2 —a) = —11 cumple la segunda, lo que nos dird que 2 —a =, es decir, f+a =2y
habremos resuelto el problema.

Evaluando f(2 — @) y usando que f(a) = 17 tenemos que

fC—a)=2-a)*-32-a)*+52—a)
=8-12a+6a?—a3—12+12a —3a? + 10 — 5a—
=—a3+3a?-5a+6=—f(a)+6=-17+6=—11

Nota: En realidad, nos hemos sacado de la manga que la solucién es 2 y esto puede parecer
muy artificial. Una forma de llegar a que la solucién es esta consiste en calcular f(r — @) para
ciertor € R, lo que nos lleva a la identidad

fr—a)=@-2)B3-r+1r?=3ra+3a?) -11

Ahora esta claro que r=2 es la solucion buscada.

3 Sean x, y y 2 tres reales tales que:

0 n
« x o < Z « —

y 2
Demostrar que:

n . -
3 + 2SINXCcosy + 2sinycosz

sin2x + sin2y + sin2z

Olimpiada
Iberoamericana,
1989, problema 2

Consideremos un cuarto de circunferencia donde hemos representado los valores de x,y,z
como angulos tal y como muestra la figura. Entonces, el drea del rectangulo rojo esta dada por

cos(z) sen(z) = %sen(Zz),



el area del rectangulo verde por
(cos(y) — cos(z))sen(y) = %sen(Zy) — sen(z)cos (y)
y la del rectangulo azul por
(cos(x) — cos(y))sen(x) = %sen(Zx) — sen(x)cos (¥).

s , s
Entre todas suman menos que el area del cuarto de circulo 7 de donde claramente se deduce

la desigualdad del enunciado.




