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1* 2
El drea del hexdgono ,.—‘/_ _\ \\

grande (lila) es de 612
cm?,

S (@)« >
%y Yy

Solucién:

El hexagono grande esta formado por siete hexagonos pequefos y seis rombos. Cada
uno de los hexagonos puede descomponerse en tres rombos, tal y como se ve en el
dibujo, por tanto, el hexagono grande, esta formado por 7-:3+6=27 rombos.

Sabemos que el hexdgono cubre 612 cm?, de donde deducimos que uno de los
rombos ocupara 612:27=68/3 cm?.

El hexagono naranja ocupa lo mismo que tres rombos, es decir, 3:68/3=68 cm?.
Otra forma de resolverlo:

Seria considerar que los seis rombos equivalen a dos hexdgonos, por lo que el
hexagono grande estara formado por 9 hexadgonos pequefios, siendo el area de cada
uno 612:9=68 cm?.

3*** 4

Ana elige dos numeros naturales al azar
entre 1y 5. Blas elige uno al azar entre
1y 10. ¢Cudl es la probabilidad de que
el nimero que eligié Blas sea mayor
que la suma de los dos de Ana?

8 |
L]

Solucién:

Llamamos A a la suma de los dos nimeros elegidos por Ana, y B al nimero elegido
por Blas.

Ana tiene Cs, = 10 formas distintas de elegir los dos nimeros. La menor suma que
puede obtener es 3 y la mayor 9.

El 3 1o obtiene con 1y 2.

El 4 1o obtiene con 1y 3.



El 5 lo obtienecon1y4 o0 con 2y 3.

El 6 lo obtienecon 1y 5o0con 2y 4.

El1 7 lo obtiene con 2y 50 con 3y 4.

El 8 lo obtiene con 3y 5.

El 9 lo obtiene con 4 y 5.

Blas también tiene 10 opciones.

Lo que queremos calcular es

P(A<B)=P(A=3)-P(B>3)+ P(A=4)-P(B>4)+...+ P(A=9)-P(B>9)=
17 1 6 2 5 2 4 2 3 1 2 1 1

"0 707107071010 1010 1010710 107170 10 100 5

G¥* 6
Calcula el area de la
zona sombreada.

Solucién:

40 2

Para calcular el area de la zona sombreada empezaremos por calcular el area del

semicirculo grande para después restarle el area que ocupa la zona no sombreada.

Para hallar el area del circulo pequeiio, necesitamos conocer el radio.

Si unimos los centros de las tres circunferencias de distinto tamano obtenemos un

triangulo rectangulo. Con Pitdgoras podemos calcular el radio de la circunferencia

pequena.

(3+R)?>?=(6—-R)?>+3% > 9+6R+R*=36—12R+R*+9 - 18R =36

- R=2



2
Area semicirculo grande = % = 181 cm?

A . s . TE'32 2
Area dos semicirculos medianos = T -2 =91 cm

Area circulo pequefio = 7 - 22 = 47 cm?

Area sombreada = 187 — 9 — 47 = 51 = 15,71 cm?

8 ggb 9

Determina un punto P de la
recta2x — y — 5 = O tal que

la suma de las distancias d |
desde P a los puntos
A(~7,1) y B(—5,5) sea b

minima.

Solucién con geogebra:

2x-y=5

5 6 8 10 12 14 1

Empezamos por introducir en la barra de entrada la funcién y los dos puntos. Al
hacerlo, vemos que los dos puntos estan al mismo lado de la recta.

Si dibujamos el punto simétrico de cualquiera de los dos respecto a la recta

2x —y — 5 = 0, la distancia del original a cualquier punto de la recta coincidira con
la distancia de simétrico al mismo punto, al ser la recta la mediatriz del segmento
que une ambos puntos. Lo haremos con el A (daria igual hacerlo con el B).

Si ahora tomamos un punto P cualquiera de la recta y lo unimos con A’y con B, es
evidente que la suma de las longitudes de ambos segmentos es minima cuando
ambos estan alineados.

Para hallar el punto que buscamos, basta trazar el segmento que une A’ con B y hallar
la interseccion de este con la recta. Obtendremos que es el punto P(2, —1).



Solucién geométrica:

8
\ 2x-y=5

Notamos que los puntos A(—7,1), B(—5, 5) pertenecen al mismo semiplano que determina
la recta 2x —y — 5 = 0 puesto que al sustituir las coordenadas de los dos puntos en la
ecuacion general de la recta tienen el mismo signo:

2-(-7)-1-5<0,2-(-5)—5-5<0

El punto P es la interseccién de la recta 2x — y — 5 = 0 y la recta que pasa por By el punto
A’ simétrico de A respecto de la recta 2x —y — 5 = 0, puesto que si P’ pertenece a la recta
2x—y—=5=0

La recta es mediatriz del segmento AA’ entonces, AP’ = A'P’

AP’ + BP' = A'P" + BP' > AA" = AP + BP

Calculamos el punto P, proyeccién de A sobre larecta 2x —y —5 = 0.
El vector director delarecta2x —y —5=0esv = (1,2)
Py(x,2x —5)

AP, = (x — 7,2x — 6)

Los vectores TPO = (x +7,2x — 6),v(1, 2) son ortogonales:
AT% -v=20

(x+72x—-6)-(1,2) =0

x+7+4x—-12=0

Resolviendo la ecuacién, x = 1

El punto proyeccion es, Py(1, —3)

El punto simétrico A'(x, y) cumple AA =2 A—%
x+7,y—-1)=2-(8,—-4)

Resolviendo la ecuacién:

x=9 ,
{y — entonces, A'(9, —7)

A'B = (—14,12)



.z . .z x+5 -5
La ecuacion de la recta que pasa por A’y B tiene ecuacion: 14,5 = — = r=

1 punto que buscamos es la interseccion de las rectas

_x+5 y-—5 _
TA,B:_—7—T,2X—y—5—O

Resolviendo el sistema formado por ambas rectas:

x+5_y—5
{ -7 6
2x—y—5=0
{x=2
y=-1

Las coordenadas del punto son P(2,—1)

La distancia minima es: A'B = /(—14)2 + 122 = 285

Solucién andlisis matematico:

Sea P(x,2x —5)unpuntodelarecta2x —y—-5=0

AP = \/(x + 7)? + (2x — 6)2,BP = /(x + 5)2 + (2x — 10)2

La funcién a optimizar es:

dx)=J(x+7)2+2x—6)2+/(x+5)2+ 2x — 10)%,x > 0
Calculemos su derivada:

5x—5 5x — 15

d(x) = +
V5x2 —10x + 85 +5x2 —30x + 125

d(x)=0
x—1 x—3
+ =0
V5x2 —10x + 85 +/5x2 —30x + 125

(x — 1)4/5x2 — 30x + 125 = —(x — 3)/5x2 — 10x + 85
Elevando al cuadrado y simplificando:

64x = 128

x =2

d"(2)>0

Entonces, x = 2 és un minimo.



El punto que buscamos es P(2,—1)

La distancia minima es:

d(2) = V85 +/85 = 2v/85

7(@) Pr2e—6+\@+57+ (22 - 10)°

A= (2, 18.43809)

10**

El MCM de dos nimeros ayb es 135y
suMCD 15.Silasumadeay b es 150,
écudl es su diferencia?

Solucién:
Sabiendo que se cumple que MCM(a, b) - MCD(a,b) =a - b
a+b=150 - b=150—-a

a(150 —a) = 135-15 - a? —150a+ 2025=0 »aybson135y 15 —
a—b=135-15=120

12*

Mi casa estd en la acera en la
que estan los nimeros impares
y tiene el nimero 37. Sila
numeracion hubiera empezado
por el otro extremo de la calle,

tendria el nimero 65. ¢ Cudntas u

casas hay en mi lado de la calle?

Solucién:

Si tiene el ndmero 37, quiere decir que a un lado estan las viviendas numeradas con
impares entre el 1y el 35, es decir, 18 viviendas.



Al numerar desde el otro lado tiene el 65, por lo que en ese lado tienen los nimeros
impares desde el 1 hasta el 63, es decir 32 viviendas.

El total de casas se obtendra sumando estas dos cantidades y afiadiendo mi casa:

18+432+4+1= 51 casas.

315" 16

En un salén de celebraciones
hay tantas mesas como sillas
en cada mesa. El nimero
total de sillas tiene 3 cifras, la
suma de las cuales es igual a
10. ¢ Cudntas sillas hay en el
salén?

Solucién:

Sin es el nimero de mesas, en cada mesa hay n sillas, asi que el nimero total de sillas
sera el obtenido al multiplicar el nimero de mesas por el de sillas que tiene cada
mesa, es decir n-n=n2.

Buscamos un cuadrado perfecto de tres cifras la suma de las cuales es 10. El
cuadrado mas pequefio de tres cifras es 100=102, y el mayor 961=312

Calculamos los cuadrados intermedios para ver cual cumple la condicién de que la
suma de sus cifras sea 10:

n 10 |11 |12 |13 [14 |15 |16 |17 |18 |19 |20
n? 100 | 121 | 144 | 169 | 196 | 225 | 256 | 289 | 324 | 361 | 400
suma | 1 4 9 16 |16 |9 13 119 |9 10 | 4

n 21 |22 |23 |24 [25 |26 |27 |28 |29 |30 |31
n? 441 | 484 | 529 | 576 | 625 | 676 | 729 | 784 | 841 | 900 | 961
suma | 9 16 |16 |18 |13 |19 |18 |19 |13 |9 16

El Unico caso en que la suma es 10 es el del 361, cuadrado del 19, de donde
deducimos que el nimero de sillas sera 361 repartidas entre las 19 mesas, cada una
de las cuales tiene 19 sillas.



17 ggb 18

El triangulo ABC es un tridngulo isdsceles F

de 2 cm de base y 3 cm de altura. El

trigngulo BDE es un triangulo semejante a

ABC con razon de semejanza 2. Calcula la L

distancia entre los vértices Cy D .
[é

Calcula la distanda entre los baricentros, G
y &', de cada uno de los triangulos.

Solucién con geogebra:

G

Dibujamos el primer triangulo con vértices en A(0,0), B(2,0) y C(1,3).

Para el segundo triangulo, siendo la razén de semejanza 2, la base medira 4 y la
altura 6. Lo trazamos con vértices en B(2,0), D(6,0) y E(4,6).

Para hallar los baricentros, en la barra de entrada introducimos

Baricentro( <Poligono> ) sustituyendo en cada triangulo <Poligono> por el
nombre del triangulo (t1 y t2).

Solo falta dibujar los dos segmentos que queremos medir y en propiedades, pestaia
Basico, seleccionar que de cada segmento se vea el valor.

Obtenemos que el segmento que une C y E mide 4,24264 y el que une los dos
baricentros 3,16228.

Solucién analitica:

E

La distancia entre C y E se calcula con el teorema de Pitagoras:



x2=32+432=18 - x=+V18=3V2=424cm

La distancia del baricentro al vértice es 2/3 de la longitud de la mediana y la
distancia del baricentro al punto medio del lado es 1/3 de la longitud de la mediana.

Segun esto, la distancia entre los dos baricentros es:

y2=32412=10 - y=+10=3,16cm

19** 20

Utilizando los lados del cuadrado ABCD
se construyen cuatro tridngulos
equilateros. Uniendo los ortocentros de
estos cuatro tridngulos se construye el
cuadrado EFGH. Calcula el drea del
cuadrado EFGH sabiendo que el lado del
cuadrado ABCD mide & cm.

Solucién:
Es mas facil calcular la diagonal del cuadrado que el lado.

La longitud de la mediana, que coincide con la altura, del tridngulo de 6 cm de lado
es:

h2+32=62 — h?2+9=36 — h’=27 — h=+/27=3/3cm

La distancia de baricentro, que coincide con el ortocentro, al punto medio del lado
es 1/3 de la longitud de la mediana:

%h:%-B\/g:\/gcm

La longitud de la diagonal del cuadrado es:

d :\/§+6+\/§:6+2\/§cm

El area del cuadrado, conociendo la diagonal es:

a2 (6+2v3)" 36+24V3+12

_ ~ 2
> > z =24 + 123 = 44,78 cm

A=




22 * %

Tres nimeros naturales
distintos estan en
progresion aritmética. Si
dividimos la suma de sus
cubos entre la suma de
los tres nimeros, el
cociente es 81. Hallalos.

Solucidn:
Silos nimeros estan en progresion aritmética, podemos representarlos como

x—d,x, x+d.

./ g x—d)3+x3+(x+d)3
La relaciéon que indica el problema es (x=d) (etd)” _ 81
x—d+x+x+d

(x3 = 3x%2d + 3xd? — d3) + x3 + (x3 + 3x%d + 3xd? + d?)
3x

3x3 +6xd?> =3x-81 - 3x(x?+2d?) =3x-81

=81 -

De esta ecuacién obtenemos dos soluciones, pero x=0 no es valida porque los tres
numeros son naturales, y si el central es 0, debe haber un negativo, por lo que la
tinica opcién posible es x? + 2d? = 81

Al ser 81 impar y 2d? par, necesariamente x? es impar, natural y menor que 81.
Al ser los tres nimeros naturales, d también debe serlo.

Con esto, las opciones posibles son:

x? x?+2d? =81 2d? d
1 1+2d? =81 2d? =80 V40
9+ 2d% =81 2d? =72 36 =6
25 25+ 2d* =81 2d? =56 28
49 49 + 2d? = 81 2d? =32 V16 =4
Solo dos opciones nos dan valor entero para d.
Los tres nimeros serian:
x? d x—d X x+d
9 6 -3 3 9
49 4 3 7 11

Sélo es valido el segundo caso (3, 7, 11) ya que en el otro (-3, 3 9) hay un nimero
que no es natural y debian serlo los tres.



24* 25

Un martes 13 es considerado como 13 ,
un martes negro. ¢Cudl es el ‘
maximo niimero de martes negros £ |
en un afo? ¢Y el minimo? 3 '§

Martes 3

Solucién:

Antes que nada, debemos tener en cuenta que hay dos tipos de afos, los bisiestos y
los que no lo son.

Después, tendremos en cuenta cuantos dias pasan desde el 13 de un mes al del
siguiente, y en base a esto, podremos saber que dia de la semana es.

Llamaremos a los dias de la semana A, B, C, D, E, Fy G

Ano normal 365 dias Ano bisiesto 366 dias

mes Dia 13 | Diashastael | Dia13 | Dias hasta el

13 siguiente 13 siguiente
Enero A 31=28+3 A 31=28+3
Febrero A+3=D | 28 A+3=D | 29=28+1
Marzo D 31=28+3 D+1=E | 31=28+3
Abril D+3=G | 30=28+2 E+3=A | 30=28+2
Mayo G+2=B | 31=28+3 A+2=C | 31=28+3
Junio B+3=E | 30=28+2 C+3=F | 30=28+2
Julio E+2=G | 31=28+3 F+2=A | 31=28+3
Agosto G+3=C | 31=28+43 A+3=D | 31=28+3
Septiembre | C+3=F | 30=28+2 D+3=G | 30=28+2
Octubre F+2=A | 31=28+3 G+2=B | 31=28+3
Noviembre | A+3=D | 30=28+2 B+3=E | 30=28+2
Diciembre | D+2=F E+2=G

Se ve que las siete letras que hemos asignado a los dias de la semana aparecen tanto
en un aino normal como bisiesto. De esto podemos deducir que sea cual sea la letra
asignada al martes, al menos habra un martes 13 a lo largo del afio.

También notamos que el maximo de veces que aparece una letra es tres, que sera el
maximo de martes 13 en un afio.



26%** 27

Encuentra el menor multiplo de
101 el cual al dividirlo por 40, 50,
60, 70 v B0 deja un resto de 33
en todas las divisiones.

Solucion:

Buscamos el MCM de los divisores con divisiones simultaneas

40 50 60 70 8010
4 5 6 7 8|2
2 5 3 7 4|2
1 &5 3 7 2

Como la ultima fila ya son PESI (primos entre si) —

MCM=10-2-2-5-3-7-2= 8400

El nimero buscado, N, es de la forma N=8400k+33

Veamos qué resto deja 8400 entre 101—- 8400:101- C=83 y R=17
El multiplo de 101 anterior es 8400-17=8383
N=8400k+33=8383k+(17k+33)

Hemos de buscar la k que produzca un paréntesis multiplo de 101:
k=1 - 17k+33=50

k=2 — 17k+33=67

k=3- 17k+33=84

k=4 - 17k+33=101

Por tanto, el nimero buscado es N=8400k+33= 8400:-4+33= 33633



29% %% 30

Considérese el polinomio 2
p(n) = (n* -n +1)(n® +3n +1).

1 %o B .
Halla todos los enteros n para 7 1 13 SN

los cuales p(n) es un niimero

primo positivo.

Solucién:

Dado que un ndmero primo p, sélo es divisible por p, -p, 1, -1, tenemos que
considerar que uno de los dos factores de p(n) seaigual a 1 o -1. Ahora,

n?-n+ 1=1equivalean(n-1) =0,lo cual arrojaraicesn=0 on=1.

n% - n +1=-1 devuelve raices complejas, lo cual no satisface el enunciado inicial.

n? +3n +1=1equivalean(n + 3) =0, ocurresin=0 on =-3.

Finalmente n?2 + 3n + 1 = -1 se factoriza como (n + 1)(n + 2) = 0, por simple
inspeccion sus raicessonn =-1yn = -2,

Ahora sélo falta evaluar p(n) en cada uno de los candidatos, que son las soluciones
obtenidas previamente.

Vemos que p(0) =1,p(1) =5,p(-3) =13,p(-2) =-7yp(-1) =-3.

Con esto concluimos que p(n) es un nimero primo positivo siy solosin=10on = -3.

31 gghb

La figura esta formada por un
hexdgono regular de lado 4, y dos
semicircunferencias.

Calcula la medida del segmento
tangente a las dos semicircunferencias.

Solucién con geogebra:




Dado que el lado del hexdgono debe medir 4, colocaremos los vértices de la base en
los puntos A(0,0) y B(4,0). Con Poligono regulartrazamos el hexagono.

Para dibujar las dos semicircunferencias, hallamos el punto medio de los lados
correspondientes, ya que coinciden con los centros.

La recta tangente siempre es perpendicular al radio y, al ser horizontal, si trazamos
las perpendiculares a la base por los puntos medios de los lados (G y H), hallaremos
los puntos en que la tangente toca a cada una de las semicircunferencias.

Basta trazar el segmento que los une y en Propiedades seleccionar que se vea el
valor: 6.

Solucioén sin geogebra:

__ E o
Sea el hexagono regular ABCDEF de lado AB = 4. Sean S/ ‘\\
My N los centros de las semicircunferencias. Sea PQ el ;,1’{ hY
segmento de tangencia. MNQP es un rectangulo. Como j_f’ F c}\‘_\\
MN es la paralela mediana de los segmentos AB = 4, F \ _ v f? c
FC = 8: S
AB+FC _ 4 " \J
_Q = _N: + = Ls = 6 A\/;fr B
2 2
—



