PROBLEMAS DE FEBRERO 2024 RESUELTOS

1#**

A un congreso asisten 201 cientificos

Demuestra gue es posible encontrar
un grupo de Cinco perscnas de la

de cincoe nacienalidades distintas. Se
sabe gue en cada grupo de seis al .
menos dos tienen la misma edad. o

misma edad, nacionalidad y sexo. PRI TN

Solucion:

De las 201 personas podemos asegurar que al menos 101 son del mismo sexo.

De estas 101 personas, al haber sélo cinco nacionalidades posibles y ser 101=5-20+1, debe
haber al menos una nacionalidad con 21 representantes.

El que en cada grupo de seis al menos dos tengan la misma edad, nos indica que no hay mas
de cinco edades diferentes, de donde si elegimos a los 21 que ya tenemos con el mismo sexo
y la misma nacionalidad, como 21=5-4+1, debe haber al menos 5 con la misma edad, que
era lo que buscabamos.

2 *
En un zoo colocaron a 5 animales LEH | LB . Loeo | TIORE [ E o)
en jaulas contiguas con puertas

gue las comumnican, pero por PanTERS TR | e w [ Lomo
error los animales aczbaron en

jaulas gue no les correspondian.

iComo pueden ser trasladados

5in que pase nada?

Solucién:

Pasos a seguir:

1.

N

0.

Sacamos la pantera por la puerta que da al pasillo y la dejamos alli con todas las
puertas de acceso al pasillo cerradas.

Desplazamos a los cuatro animales que quedan en las jaulas una jaula a la izquierda
de la que ocupan. Con esto, el burro esta en su jaula.

Metemos a la pantera en la jaula que le corresponde, ya que ha quedado vacia.
Sacamos el ledn al pasillo.

Movemos al tigre y al burro a la jaula que tienen a la derecha.

Metemos al leén en su jaula.

Sacamos al tigre al pasillo.

El burre vuelve a su jaula.

Pasamos al lobo a su jaula (a la izquierda de la que ocupa).

Metemos al tigre en su jaula.



El rectangule PORS estd
inscrita en el rectangulo ABCD
como indica la figura. 5i AS=3,
BQ=8 v 50=13, halla el area de
los dos rectangulos.

Solucién con geogebra:

Pasos para hacer el dibujo:
1. Introducimos el punto S(0,3).
2. Trazamos la circunferencia centrada en S con
radio 13.
3. Introducimos la recta y=8.
4. Hallamos el punto Q como interseccién de la
circunferencia y la recta del paso anterior.

w00 o

Hallamos el punto medio del segmento SQ. 8 -4 -2

Trazamos la circunferencia centrada en M que pase por Q.

2 4-6-8 10 12 14 1€

7. La interseccion de esta circunferencia con el eje de abscisas nos da las

coordenadas de P.

8. Con la recta por P y M hallamos R (interseccién de la recta y la circunferencia

centrada en M).

9. Trazamos el rectangulo PQRS. En la vista algebraica vemos que la superficie que

ocupa es 48,6795 uz.

10. Para el otro rectangulo trazamos la perpendicular al eje de abscisas por Q y la

perpendicular al eje de ordenadas por R.
11. Trazamos el rectangulo. Su area es 132 u2.

Solucién analitica:

Si trazamos la perpendicular al eje de ordenadas por el punto S obtendremos un tridngulo
rectangulo del que conocemos que la hipotenusa mide 13 y un cateto 5 (8-3=5).

Usando el teorema de Pitdgoras calculamos el otro cateto: V132 — 52 = 12. Coincide con la

longitud de la base del rectangulo exterior.

Como CQ mide lo mismo que AS, la altura del rectangulo sera 3+8=11.

El area del rectangulo ABCD ser4a 11-:12=132 u2.

Para hallar el area del rectdngulo PQRS necesitamos saber las coordenadas de P(p,0).
Teniendo en cuenta que los tridngulos son iguales dos a dos y semejantes, podemos

plantear:
128—10 :% > 12p— pz =24 > p= 121\/143—4-1-24 —642V3

De las dos soluciones nos interesa 6 — 2+/3.
3p , (12-p)8

Apors = Aapep — Z(AAPS + APQB) =132-2 (7 + T)

132 —[3- (6 —2V3) +8(6 + 2v3)| = 66 — 10v3 = 48.6795 u?
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T** 8
Halla dos ndmeros naturales cuyos

cuadrados se diferencian en 133 -
unidades. 7l

Solucién:

Llamamos x e y a los dos niimeros (Suponemos que x > y).
Debe cumplirse que x? — y? = 133
Si factorizamos, obtendremos (x + y)(x —y) =19 -7

x+y=19

Como son dos nimeros naturales y se cumple x > y, esto nos dice que: { Xx—y=7

Resolviendo el sistema obtenemos que x = 13y y = 6 ,que son los nimeros buscados.

9*** 10

Elegimos al azar cuatro nameros

a, b, c y d entre los primeros q m ‘-?h“:ﬁﬁ
2024 nimeros naturales. . as
éCudl es la probabilidad de que P
@-d—b-cseaunnumero par? aneon

Solucién:

Si elegimos al azar un ntimero entre los primeros 2024 nimeros naturales, la probabilidad
de que sea par es %.

Para que al restar dos cantidades el resultado sea par es necesario que las dos tengan la
misma paridad.

Para que un producto sea impar es necesario que los dos factores sean impares. La
1

probabilidad seria P(a - b sea impar) = P(a es impar) - P(b es impar) = % . -

N | =

De aqui deducimos que la probabilidad de que el producto sea par sera:

1 3
P(a-bespar) =1—P(a-b seaimpar) = 1_Z=Z'
La probabilidad pedida sera:
P(a-d—b-cseapar) =

= P(a-dseaimparyb - cseaimpar)+ P(a-dseaparyb-cseapar) =



12*# 13

Calcula la suma de las cifras del

nimero MAR si es el menor
de los nimeros de tres digitos
que verifica MAR + 2MAR +
3MAR+...+20MAR = 119
(multiplo de 119).

Solucién:

MAR + 2MAR + 3MAR+......... +20MAR = 119
MAR-(1+2+3+.....420) = k- 119

MAR-%: k-119 — MAR-210=K-119 —» MAR-3-7-10=k-7-17 —

30-MAR=17-k — Como 30 no es multiplo de 17 - MAR es multiplo de 17

MAR=17-k dando valores a k buscamos el menor nimero de tres digitos

Sik=6 - MAR=17-6=102 - M+A+R=1+0+2=3

14 ggb 15

La figura esta formada por un cuadrado
que contiene un triangulo rectangulo.

Calcula la proporcion entre el drea del
triangulo rectangulo y el area del

Adr \
cuadrado. : \ L
\

Solucién con geogebra:

D _C

e Gﬁ /

E s "! N\ \F 'I

k o\ -7 Area triangulo  19.2

A B - =—=0.3

.. - Area cuadrado 64

Pasos:

1. Dibujamos el cuadrado con poligono regular.

2. Hallamos los puntos medios de los lados verticales.

3. Unimos los puntos B y E para trazar la hipotenusa del triangulo.
4. Hallamos el punto medio de este segmento (M).
5

Como un tridngulo inscrito en una circunferencia cuya hipotenusa coincida con el
didmetro de la circunferencia siempre es rectangulo, trazamos la circunferencia
centrada en M que pase por B. El vértice G del tridAngulo estd sobre esa

circunferencia.



6. Como la distancia entre F y C coincide con la distancia entre F y G, si trazamos la

circunferencia centrada en F que pase por C, también contendra al punto G.

Hallamos G con la interseccion de las dos circunferencias.

Trazamos el tridngulo.

9. Yatenemos en la vista algebraica las areas del triangulo y del cuadrado. Al dividirlas,
el resultado es 0,3.

®© N

Solucién analitica:
Supongamos que AB=2

Si situamos A en el origen de coordenadas (0,0), el resto de los puntos tendran las
coordenadas siguientes:

B(2,0), C(2,2), E(0,1), F(2,1), M(1, 0.5)

Para hallar G usaremos que esta en la interseccion de las dos circunferencias: una centrada
en F y con radio 1 y la otra centrada en M y con radio g (Hallado aplicando Pitagoras al
triangulo ABE).

Las ecuaciones seran

(x—1)2+ (y—05)2 = (?)2 . {x2—2x+1+y2—y+0.25 = 1.25
(c—2)% +(y —1)? = 12 x2—4x+4+y2-2y+1=1
Si restamos las dos ecuaciones obtenemos 2x +y—4 =0 - y=4-—2x
Sustituimos en la segunda circunferencia (daria igual hacerlo en la primera):

x2—4x+44+(4-2x)>-2(4-2x)=0 - x?—4x+4+16—16x+4x>—-8+4x=0

16+V16? —4-5-12 1644 x1=2
2-5 10 _x2=§

- 5x2—-16x+4+12=0 - x=

La primera solucion corresponde a B y la segunda a G.

Hallamos la ordenadade G: y=4—-2x - y=4—2-§=§

Ya tenemos las coordenadas de G(g, g)

Al ser el tridngulo rectangulo, uno de los catetos seria la base y el otro la altura. Los hallamos
con la distancia entre dos puntos:

aEo = [(0-2) +(1-2) 22

d(B,G) = (2—§)z+(0—§)2 _H5

1
2

Atriéngulo



— 922 _
Acuadrado =2°=4

6
Apris < 3
De donde —tHngule —s — = —(3
cuadrado 4 10
Otra forma:
D C
K
N M
(@)
A B

AB=2; MN=MK=1; BN=v5

El cuadrilatero NBMK es ciclico. 0K=OM=ON=\/2—g

Angulo KOM = 4ngulo MOB = a
Angulo KNB = «

Aplicando el teorema del coseno en el triangulo KOM:

=(5)+[7) 277
12=(—] +

2

2

5,5 .08
—4 4 4COS(X

, 3 4
De donde se obtiene que cos o = S Y, portanto,sena = -

Atrianguto = 25 s 5

— 22 _
Acuadrado =2"=4

Atriényulo _

& oo
I

Acuadrado



16**

En el dibujc hay dos
cuadrados y dos triangulos.
iQué relacion hay entre las
areas de los dos triangulos?

Solucion:

Las areas son iguales.

Si observamos el dibujo, al ser dos cuadrados, esta claro .
que se cumple que a + § = 180°.

Sitrazamos los paralelogramos ADA’E y ABA”G, es evidente
que son semejantes, ya que tienen lados de la misma
longitud (los lados de los dos cuadrados) y angulos iguales
(a y B). Las areas de los dos paralelogramos son iguales y,
por tanto, también las de los triangulos.

JA

19 *** 20

Dada la funcign

|fix)=|3x — 1|, halla todos
lios valores de x para los gque
52 cumple fifix)) = x.

Solucién:
Buscamos los valores de x para los que se cumple:
fF@)=fB3x—1D=13-13Bx = 1| = 1| = [|9x = 3| - 1| = x

Al haber dos valores absolutos, tendremos que considerar varios casos, seglin sea positiva
o negativa la expresion de la que calculamos el valor absoluto:

Caso1:9x—3 =20 - xZé

Nuestra ecuacion quedara: |[9x —3—1|=x - |[9x—4|=x

Volvemos a tener dos opciones segtin el valor de 9x — 4:

1

Casol1a:9x—4=0 - x2%25

Podemos eliminar el valor absoluto:9x —4=x - 8x =4 - x= % > g, por lo que es

una solucion valida.
1 4
Caso1b:9x—4 <0 - 53x<;

Para eliminar el valor absoluto debemos cambiar signos:



[9x —4|=—-9x+4=x - 4=10x - x=

ull N

- .1 _2 _4 : 15 _ 18 _ 20
Para que sea valida debe cumplirse 35:<5; 0 loqueeslomismo —<—< 2 quees

45 ~ 45
. . . 2
cierto evidentemente. Tenemos la segunda solucién x = ]

Cas02:9x—3<0 - x <3

Para eliminar el valor absoluto de |9x — 3| debemos cambiar signos:
||9x—3|—1| =x - |[-9%+3-1l=x - |-9%+2|=x

Volvemos a tener dos opciones segin el valor de —9x + 2:

Caso2a:—9x+2>0 - x<-<z

Podemos eliminar el valor absoluto de |—9x + 2|:

—9x+2=x - —-9%x+2=x - 10x=2 - xzé

9 10
— < — quees

. .12 .
Para que sea valida debe cumplirse <350 lo que es lo mismo =<

. . ., 1
cierto evidentemente. Tenemos la tercera soluciéon x = B

Caso2b:—-9x+2<0 - §>x>%

Podemos eliminar el valor absoluto de |-9x + 2| cambiando signos:

1
x—2=x - 8B8x=2 - x=7

- . 112 : 12 _ 9
Para que sea valida debe cumplirse 37375 © lo que es lo mismo %36

. . 1
cierto, de donde obtenemos la cuarta solucién: x = |

8
— quees
36 !



21**

Dados cuatro numeros elegimos tres,
calculamos su media ¥ a la media
obtenida le sumamos el que falta. Esto
se puede hacer de 4 formas. Si
obtenemos como resultados 17, 21,
23 v 28 iCual es el mayor de los cuatro
numeros elegidos?

Solucion:

Llamamos a los cuatro nimeros a, b, ¢ y d. Traducimos a ecuaciones las condiciones que
nos da el enunciado:

a+b+c

—s—+d=17

a+b+d a+b+c+3d=3-17
————+c=21

] 3 L Ja+b+d+3c=3-21
a+c+d _ a+c+d+3b=3-23
—3 tb=123 b+c+d+3a=3-29
b+c+d _

—5— =29

Si sumamos las cuatro ecuaciones obtenemos
6a+6b+6c+6d=3-(174+214+234+29)=390 - a+b+c+d=45
Si sustituimos esto en las cuatro ecuaciones anteriores, obtenemos

45+ 2d =3-17
45+ 2c=3-21
45+2b =323
45+ 2a =3-29

De donde podemos deducir que el mayor de los nimeros es a, y su valor lo deducimos de
laecuacion 45+2a=3-29 - 2a=87-45=42 - a=21



23* 24

Fijate en el plano y di cudntos caminas
hay para ir dezde |z puerta del instituto =

hasta el parque, sin pazar mas de una [Pene T I TN
vez por el mismo sitio. Los recti3ngulos A y ¢ 2
sombreados representan edificios, por - . E- FI

los gue no s= puede paszar. La puerta del - o
institute v las dos puertas del pargue s "

estan sefalizadas con trizngulos.

Solucion:

Nombraremos con letras las puertas y los cruces del plano para que resulte mas cémodo
representar los movimientos.

_~~cCc - D 1
F
/\I--—K 2
" F - C --D 3

E
/ N UK 4

\/D

K
_~c D 9
/\F

3]

\1 -~ K 7

[o¢]

G ™~_E - B -~ C --/D 10
D 11

\ B -~ C
F - ] - K 12

\/C---D 13
F

O] K 14

En total hay 14 formas de llegar.



26*

El afo 2024 comienza en
lunes y termina en martes.
éCual seré el proximo afo que
empiece en lunes y acabe en

martes?

Solucion:

i

A\ Y

Q

Los afios no bisiestos empiezan y acaban el mismo dia de la semana. Tiene que ser un afno
bisiesto. Como cualquier afio bisiesto que empiece en lunes acabarda en martes, nos
limitaremos a buscar cudl es el préximo afio bisiesto que empiece en lunes.

bilsirégto Empieza | Termina | Afios no bisiestos empiezan y terminan el mismo dia
2024 Lunes Martes 2025 miércoles, 2026 jueves, 2027 viernes
2028 Sabado Domingo | 2029 lunes, 2030 martes, 2031 miércoles
2032 Jueves Viernes 2033 sabado, 2034 domingo, 2035 lunes
2036 Martes Miércoles | 2037 jueves, 2038 viernes, 2039 sabado
2040 Domingo | Lunes 2041 martes, 2042 miércoles, 2043 jueves
2044 Viernes Sébado 2045 domingo, 2046 lunes, 2047 martes
2048 Miércoles | Jueves 2049 viernes, 2050 sabado, 2051 domingo
2052 Lunes Martes
Afio 2052.

28 ggb

Sean E y F dos puntos interiores al

cuadrado ABCD de manera

DE =EF =FB ique DE//FB.
Sea a = ZADE .
Determina el valor minimo del dngulo

a=/ADE .

Solucién con geogebra:

29

A B
que E
%
D C
D c ‘
L ' radio = 4.11
G .
a=15""
A B

Para dibujar el cuadrado le daremos una medida cualquiera al lado, por ejemplo 10 cm.

Pasos:

1. Dibujamos un cuadrado (poligono regular) de lado 10.
2. Hallamos el centro del cuadrado M.



3. Creamos un deslizador de nimero con valor minimo 2 y maximo 5. Sera la distancia
entre M y cualquiera de los puntos extremos del segmento (E o G). La distancia entre
Ay G sera el doble de lo que indique el deslizador, al igual que la distancia entre Cy
E.

4. Parahallar E y G trazamos una circunferencia centrada en M con radio el deslizador
y dos centradas en A y C con radio el doble del deslizador. Los puntos de corte nos
daran los puntos E y G.

5. Trazamos los tres segmentos: AG, GE y EC.

6. Medimos el angulo que queremos minimizar y movemos el deslizador hasta obtener
el minimo. Se alcanza cuando el &ngulo mide 15°.

Solucién analitica:

Sea AB = 1 el lado del cuadrado ABCD.

Sea DE = EF = FB = x.

Sea E’ la proyeccion de E sobre el lado AD. E
Sea E” la proyeccién de E sobre el lado CD.

Sea F” la proyeccién de F sobre el lado CD.

Sea P la proyeccion de F sobre la recta EE”. P F

EE' =DE"=x -sena D |[E" = C
DE' =EE" =x-cosa

E'F'=1-2-DE"=1-2x-sena

ﬁzl—Z(l—ﬁ)szwosa—l

4
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo EPF:

x?=(1-2x-sena)? + (2x - cos a — 1)2. Simplificando:

cosa + sena = 225
4x
y
T 2 + 3x? 08T
\/ECOS (Z - a) = T
5 0.6+
) /i1 <2 + 3x )
a=f(x)=—-—arccos| ———
4 42x 0.4 T
e 1 1 3x% -2
xX) = > 02T
1- 2+3x2)24‘/E *
42x 0.0 e ——————
00 02 04 06 08 10 12 14
fE=0x="2

3
. . . . V6 . . .
Estudiando el signo de la primera derivada x = ~ es un minimo relativo estricto.

El valor minimo del angulo a = £ZADE es:

V6 T V3 T T T
Amin = f < |=g-arccos| > | =7 -2=1



