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Fase Autonémica Valencia afio 1999.

CATEGORIA 14 -16 ANOS

PROBLEMA 1. NUmeros.

Halla un nimero de cuatro cifras que cumpla las siguientes condiciones:
eLa suma de los cuadrados de las cifras de las centenas y de las unidades
es igual a 53.

eLa suma de los cuadrados de las otras dos cifras es igual a 45.
¢Si del nimero buscado restamos el que se obtiene al invertir sus cifras se
obtiene un multiplo de 99 comprendido entre 1000 y 1200.

Solucioén:

Sea N = abcd el numero buscado.
Solamente hay dos multiplos de 99 comprendidos entre 1000 y 1200:

99 x 11 =1089 99 x12=1188
La Unica forma de escribir 53 como suma de 2 cuadrados es
72 +2% =53
Luego tenemos que
b=2 . b=7
0 bhien
La Unica forma de escribir 45 como suma de 2 cuadrados es
62+32 =45
Luego tenemos que
a=3 . a==6
0 hien
{c =6 {c =3

Emparejando las soluciones se obtienen numeros que al invertir sus cifras y
restarlos s6lo en un caso se obtiene uno de los multiplos de 99 posibles y es:
a=3 c¢c=6 b=7 d=2

Luego el nimero buscado es N = 3762.
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PROBLEMA 2. Geometria.

Halla el area y el perimetro de la parte sombreada de la siguiente figura,
sabiendo que el diametro mide 20 cm y siendo A, B y C los centros de los arcos
de circunferencia MN, MP y PN, respectivamente.

Solucién:

Sea B el area del hexdgono AMBPCN. Sea a el area del sector circular NCP y
sea S el area de la parte sombreada que pretendemos calcular. Se cumple que:
3a=p+S.

10 cm. a

P
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7-10°

Ahora bien, a = (corresponde a un angulo central de 120°, es la tercera

parte del area del circulo). Ademas, B = 6.A, siendo A el area del triangulo
equilatero de lado 10.

Por el teorema de  Pitdgoras,

h=410% =52 =/75=5,/3

Luego: A= %-1o-h=%.10-5\/§=25\/§.

Por tanto: B = 6-A=6-25-4/3=150+/3.

7-10?

Luego: 3a=p+S—>S=3a-p=3 ~150+/3 =100 —150+/3 =5435cm?.

Calculo del perimetro:

Se observa, por simetria respecto de la recta MN, que el arco MON es igual al
arco MAN. De la misma forma, llegamos a que arco NOP = arco NCP y arco
POM = arco PBM. Por tanto, el perimetro de la parte sombreada coincide con el
perimetro del circulo, es decir, con la longitud de la circunferencia
P=2n10=20n~62'83 cm.
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PROBLEMA 3. NUmeros.

La siguiente figura esta formada por cuadrados blancos y negros. Tiene 7
cuadrados de anchura. Si queremos hacer una figura similar con 99 cuadrados
de anchura, ¢ cuantos cuadrados tendra en total?.

Solucién:

Examinando casos particulares (de anchura 1, 3, 5, 7, 9, etc), podemos construir
la siguiente tabla:

Anchura 1 3 5 7
N° cuadrados 1 5 |13 | 25
El término n de la anchura es 2n+1. Para hallar el término n del N° de
cuadrados, tenemos en cuenta lo siguiente:
En una figura de anchura 9 hay
1+3+5+7+9+7+5+3+1 cuadrados.

Osea: 2 (1+3+5+7)+ 9 cuadrados.

Por tanto, en una figura de anchura 2n-1,

hay
2 (1+3+5+...+(2n-3)) + (2n-1) =

=2 3 ) en-n=2 (n-1)%+

2n-1=2n°> -2n+1

Si a la anchura de la figura la llamamos N=2n-1, despejando obtenemos
N+1

n= . Por lo tanto, sustituyendo en la expresion anterior, obtenemos: 2n® -2n
2 2
41 = :2(N+1) N1 N7+l
4 2 2

N? +1

Es decir, en una figura de anchura N hay cuadrados. Por lo tanto, en una

992 +1

figura de anchura N=99 hay = 4901 cuadrados.
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PROBLEMA 4. Geometria.
En un cubo de 1 metro de arista cortamos las tres aristas que concurren en un
vértice, de forma que la seccion sea un triangulo equilatero. Repetimos la
operacion en todos los vértices, de tal modo que el sélido resultante tenga todas
sus aristas iguales. ¢A qué distancia del vértice hay que cortar la arista del cubo
para obtener este sélido?. ¢ Cual es el perimetro del sélido obtenido?.

Valencia 1999

Pt

4
AN

N
/

Solucién:

Sea a la longitud de la arista del nuevo sdlido obtenido. Sea x la longitud de la
parte de arista que seccionamos del cubo. Observamos en la siguiente figura

que: a+2x=1.

1

Se cumple ademas que el triangulo determinado
por la seccién y las dos aristas del cubo que
concurren en el vértice es a la vez rectangulo e
isésceles. Por tanto, aplicando el teorema de
Pitagoras, obtenemos:

x2+x%=a% »>2x?=a% >a=2-x

Sustituyendo en la expresion a + 2 x = 1,
obtenemos:

V2 x+2x=1- (2 +2)-x=1.

Por lo tanto, despejando y racionalizando:

2-V2 2-42 V2

— = =1-—~293cm.
2

X:2+\/§:(2+\/§)-(2—\/§) 4-2 2
El nUmero de aristas del nuevo solido es igual a 3x8 (de los vértices del cubo)
mas 12 (de las aristas del cubo), es decir, 3x8+12=36.

J2

Por tanto, el perimetro del nuevo sdlido es: P = 36-(1—7J=18-(2—\/§)z10'5 m.
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PROBLEMA 5. NUmeros

Coloca en cada circulo un nimero comprendido entre 1 y 12, de forma que los
seis lados de la estrella sumen siempre la misma cantidad.

Solucién:

Por las condiciones del problema, si llamamos x a la suma de los cuatro
nameros situados en cada lado de la estrella, deben cumplirse las siguientes
igualdades:

at+tb+c+d=x
e+f+g+h=x
e+j+b+i=x

i+c+k+h=x

d+k+g+Il=x

at+j+f+l=x
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Sumando las seis igualdades:
6 X

2(@+b+c+d+e+f+g+h+i+j+k+1)=

Dedonde: a+b+c+d+e+f+g+h+i+j+k+1=3x

Ahora bien,lasuma a+b+c+d+e+f+g+h+i+j+k+| debe serigual,
aunque posiblemente en orden distinto, a la suma de los doce primeros numeros
naturales, es decir, debe cumplirse (utilizando el método de Gauss para sumar
sucesiones aritmeéticas):

1+12‘12

at+b+ctd+e+f+g+h+i+j+k+l = 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12 =

1+12

En consecuencia, debe ser: 12=3X > 13:-6=3x —» x=26.

La suma de cada lado de la estrella debe ser igual a 26. Se trata, pues, de
buscar grupos de cuatro nameros comprendidos entre 1 y 12, que sumen 26.
Para ello utilizaremos las propiedades de simetria en la suma de los 12
primeros:

1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12

Asi obtenemos las siguientes sumas posibles para cada lado de la
estrella:

1+2+11+1
2

2+3+10+1
1

3+4+9+10

4+5+8+9

5+6+7+8

1+3+10+1
2

2+4+9+11

3+5+8+10

4+6+7+9

1+4+9+12

2+5+8+11

3+6+7+10

1+5+8+12

2+6+7+11

1+6+7+12

También podemos obtener sumas iguales a 26 de forma no simétrica:

1+4+10+
11

2+3+9+12

3+4+7+12

4+5+6+11

1+5+9+1
1

2+4+8+12

3+4+8+11

4+5+7+10

1+6+8+1

2+5+7+12

3+5+6+12
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1
1+6+9+1 | 2+5+9+10 | 3+5+7+11
0
1+7+8+1 | 2+6+8+10 | 3+6+8+9
0
2+7+8+9

Por ultimo, hay que combinar algunas de estas 33 sumas posibles para
obtener soluciones, como por ejemplo, la que se muestra en la figura
siguiente:
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PROBLEMA 6. Algebra.

Ana ha vendido manzanas en varias casas. En cada una dejé la mitad de las
gue llevaba mas media y conste que jamas parti6 manzanas. No recuerda en
cuantas casas estuvo, pero sabe que efectué no menos de cuatro ventas y que
empez6 la jornada con menos de 100 manzanas y al finalizar la jornada las
vendio todas.

e ¢ En cuantas casas vendié manzanas?.
e . Cuantas manzanas tenia inicialmente?.
e ¢ Cuantas vendio en cada casa?.

Solucién:

Sea x = n°® de manzanas que tenia Ana inicialmente. Entonces:

laventa — Xii_Xx+1
2 2 2
2aventa —» +|x_ Xt} 1_x+1
2 2 2 4
Javenta - L[y X*r1_x+1) 1 _x+1
2 2 4 2 8
42 venta —> lx_x+1_x+1_x+1 1:x+1
2 2 4 8 2 16

Y asi sucesivamente. Sea n el nimero de ventas realizadas. Entonces, el
namero total de manzanas vendidas es igual a:

X+1 x+1 x+1 x+1 x+1 (1 1 1 1 1 _
+ + + +... =l =-+—+—+—+..— -(x+1)—pn-(x+1).
2 4 8 16 2" 2 4 8 16 2N

Como 2-p, =1+(pn —Zinj despejando resulta: p, =1—2in.

Como, por otra parte, se vendieron todas las manzanas, debe ser:
(1—i)-(x+1)=x
2n

Quitando paréntesis y simplificando, queda: 2i“ X =1—2in. Despejando x resulta:

x=2" -(1—%]:2” -1
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Como efectudé no menos de cuatro ventas, debe ser n > 4 y como empezé la
jornada con menos de 100 manzanas, debe ser x < 100. Entonces:

e Sin=4, se cumple que x=2%-1=15.
e Sin=5, se cumple que x=2°-1=31,
e Sin=6, se cumple que x=2° -1=63.
e Sin=7, se cumple que x=2" —-1=127. Solucién no valida.

Por lo tanto, hay cuatro posibles soluciones del problema:

n=4 |x=15 |En la primera casa vendid 8 manzanas; en la segunda 4; en
la tercera 2 y en la cuarta 1.

n=5 |x=31 |En la primera casa vendié 16 manzanas; en la segunda 8; en
la tercera 4; en la cuarta 2 y en la quinta 1.

n=6 |x=63 |En la primera casa vendido 32 manzanas; en la segunda 16;
en la tercera 8; en la cuarta 4; en la quinta 2 y en la sexta 1.




